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Rezime
U T3du ье izlažu rez ub a ti analize prostornih naponskih stan ja  u izotropnoj, homogenoj kvazielastičnoj stenskoj masi 
oko sferne šupljine, šuplpne cibndričnog oblika i župljjne oblika obrtnog elipsoida.
Prvo poglavlje sadrži osnove sa  istraživanjs prostorn ih  problem a teorije elastrinog ponašan ja  čvrstib  tela.
U drugom  poglavlju se prikazuju m a tem a trk e  œ nove za  predm etno btraživanje, a  treće i četv rto  poglavlje su 
posvećena naponskim stanjim aoko otvora oblika sfere odnosno cilindra, i kojim a se prikazuju i analiziraju  dosadažnja 
jstražjvanja.
U petom  poglavlju se  k laže osnovni sad rža j tese  i p ri tom e se polasi od osnovnih relacija teorije e lastiînosti u 
eliptičnom sistemi! koordinata. Rešenjem osnovne jednačine =  0 dobija se naponsko stan je  oko šupljine
oblika kđuženog elipsoida sa  gTaniïne usbve neopteredene i delimično opterećene kontuie, kao ariginalni doprinos 
au to ra  ovom problemu.
U Èestom poglavlju se pTikazuje računska im pfem entacija izvedenog analitickog xeâenja. Prikazani su numerički 
prim eri koji ilustruju priment! analftük ih  postupaka i izvršeno je poređenje S3 re su lta tim a  koji su dostupni u 
literal uri.
Poslednj;, bedmo poglavlje tese sadrži saključna rasm atran ja .
k lju č n e  reč i: kvazielastjïna stenska m asa, ehptičnj sistem  koordinata, p rostorno naponsko stan je , äupljina, 
izduženi obrtni elipsoiđ
A C ontribution, to  th e  m eth o d s of defin ing th e  s ta te  
of s tre ss  a round  th e  cav ity  in th e  sh ap e  of an  ellipsoid 
of revo lu tion  by ap p lica tio n  of ellip tical co o rd in a tes
Summary
The thesis is presenting the results of th e  analysis o f th e  s ta te  of stress in homogeneous quazi-elastic rock m edia 
around cavities in th e  shape of a  sphere, cylinder and ellipsoid of revolution.
The first chapter reviews th e  basic relations cf th e  three-dim ensional problem s of th e  elastic behaviour of so ld  
deform able bodies.
The second chapter gives briefly th e  m athem atica] basis of th e  considered research, while the third and th e  
fouth chapters th rea t the current s ta te  of th e  a rt related  to  th e  stress analysis of elastic m edia around th e  spherical 
and cylindrical cavities.
The fifth chapter represents the  main consdera tion  cf the  thesis. The s ta rting  po in t are the basic equations of 
th e  theory of elasticity presented in th e  elliptical coordinates. The main and original c o n tr ib u td n  of th e  au thor is 
th e  obtained solution of th e  basic equation V 2V 2|î' =  0 and th e  coresponding stress field around th e  cavity in th e  
shape of elongated ellipsoid of revoh itdn . The solu tion  is obtained for th e  boundary  conditions th a t  corespond to  
th e  cases of unloaded and partially  loaded cavity surrface.
The six th  chap ter is presenting th e  com puter im plem entation of derived analytical solution. The num erical 
examples th a t  illustrate th e  procedure are also given and are com pared w ith som e results th a t  may be found in th e  
literature.
The last, seventh chapter represents th e  concluding analysis and rem arks.
K e y  w o rd s: theory of elasticity, elliptical coordinates, spatia l stress field, cavity, elongated ellipsoid of revo­
lution
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Određivanje prostornog naponskog stanja u probleinima koncentracije (bi- 
fuxkacije) napona oko otvora u čvrstoj srediiii (stenskoj inasi) odavno je pred- 
met izučavanja teorije elastičnosti cvrstih tela. Poznato je da teorija elastičnosti 
polazi od pretpostavke о neprekidnosti materije u nekoj prostornoj oblasti, dok je 
fizička činjenica da materija ai je neprekidaa, već da poseduje diskretnu strukturu, 
pa se može postaviti pitanje u kojim je slučajevima opravdano pretpostaviti da je 
materija neprekidaa. Poremećaj kroz diskretnu struktuxu, izazvan nekim spoljnini 
efektom, prenosi se u vidu talasnog kretanja, a u slučajevima kada su poremećaji 
takvi da dovode do talasnih kretanja sa velikim talasnim dužinama, pa jedna talasna 
dužina obuhvata veliki broj osnovnih čestica diskretne stru ttu re ,mogu se zanemariti 
rastojanja izrneđu tih čestica, tj. može se pretpostaviti da je materija neprekidaa 
U tom smislu i istraiivanje na osnovu ’’teorije elastičnosti ” u navedenoj sredird 
predstavlja prihvatljivu aproksimaciju reainosti. Problem koncentracije napona oko 
neoptereóene ili sa unutrašnje strane opterećene šupljine (otvora) u stenskoj masi i do 
sada je rešavan usvajajući stensku masu kao izotropnu homogenu elastičnu sredinu 
pa sva merenja radnih stanja napona u čvrstim stenskim masama oko podzemnog 
iskopa ko ja se zasnivaju na principu ” oslobađanja napona ” koriste za interpretaciju 
analitička ili numerička rešenja za homogenu elastičnu izotropnu sredinu.Prema 
tome, teorijska istraživanja ovog problema u aproksimaciji se zasnivaju na pos- 
tupcima koji tretiraju stensku masu kao elastičnu neprekidnu sredinu, odnosno 
kao granični problem mehanike neprekidne elastične sredine [27],[50],[56],[Тб].
Problem odredivanja raspodele napona u okolini otvora, bilo da se radi о ravan- 
skom ili prostornom problema, je jedan od najznačajnijih, kako sa teorijskog,tako i 
sa praktičnog stanovišta. Naime, ne postoji opšti oblik rešenja ovakvih problema iz 
koga se može, u nekom određenom slučaju, dobiti rešenje tog slučaja kao specijalan 
slučaj opšteg rešenja. Rešenje posebnih slučajeva zavisi od oblika otvora kao i od 
karaktera naprezanja u stenskoj masi, tako da svaki od njih zahteva posebnu anal- 
izu, a svaki poseban slučaj ima i svoj teorijski značaj. Dalje, u rešenju praktičnih 
zadataka (u podzemnim konstrukcijama, naprimer) tj. u fizičkoj reainosti (imajuéi 
u vidu da su neke osobine materijala samo aproksimacije realnih osobina), cesto 
se susreéemo sa ranlicitim oblicima naprezanja materijalnih sredina (oblasti) koje 
sadrže otvore, tako da je određlvanje raspodele napona u tim  problemima best 
praktičan problem. Pokazano je da u pojedinim slučajevima dolazi do poremećaja 
ravnotežnog naponskog stanja koje se manifestuje u povećanju tangentnih napona na 
konturi otvora. Ovaj efekat poveéauja tangentnih napona naziva se koncentracija 
napona, a broj koji predstavlja količnik tangentnog napona na površini otvora i 
normalnog napona kojim je izazvano ravnomerno naprezanje u tačkama dovoljno 
udaijenim od konture, naziva se faktor koncentracije napona.
Ravnomerno naprezanje beskonačne oblasti sa otvorom obično se modelira 
kao ravnomerno naprezanje silama konstantnog intenziteta koje deluju u tačkama 
đovoljno udaljenim od otvora. Pri tome se pretpostavlja da su dimenzije oblasti 
mnogo vece od dimenzija otvora.
Pri formiranju podzemnih konstrukcija, kao nezaobilazni problem u analizi stanja 
napona predstavlja resavanje koncentracije napona oko otvora, pre i posle postavl- 
janja podgradne konstrukcije.
Dosadašnja analitička istraživanja u ovoj oblasti su ograničena uglavnom na 
problem sferne šupljine i na problem beskonačno dugog cilindra, a pri određivanju 
naponskih stanja korišćene su krivolinijske koordinate cilindričnog i sfernog koordi- 
natnog sistema. Anaiogno određivanje prostornog naponskog stanja oko eliptičnih 
otvora primenom eliptičnog koordinatnog sistema je relativno malo istraživano.
Posto resavanje graničnih zadataka u pojedinim ortogonalnim krivolinijskim ko- 
ordinatama imaju metodološku sličnost pomenućemo najvažnije od njih. Prva is- 
traživanja graničnih zada taka  e lastične  sfere vezana su za radove G.Lame [1]. 
Rešenja su izražena pomoću trigonometrijskih i pridruženih Ležandrovih funkcija. 
Granični zadaci elastične sfere i polusfere razmatrani su od strane V.Tomsona [35], 
a rešenja su predstavljena preko sfernih funkcija Laplasa. A.I.Lurje [35] je granične 
problème elastične sfere pri zadatim pomeranjima i opterećenjima na površini sfere 
razniatrao pomoću funkcija Papkoviča. U svojim radovima isti autor je ove prob­
lème rešavao primenom harmonijskih funkcija koje sadrže funkcije Ležanđra. U svo­
jim istraživanjima oblasti ograničenih dvema koncentričnim sferama E.Sternberg, 
R. Jubenks i M.Sadovski [62] granične problème resavaju primenom sfernog koordi­
natnog sistema. Rešenja su data u obliku beskonačnih redova koji sadrže polinome 
Ležandra. Kao jedan od prvih zadataka razmatrana je koncentracija napona oko 
sferne šupljine. U radu [16] dato je rešenje za koncentraniju napona oko sferne 
šupljine na osnovu navedenih istraživanja. Prva istraživanja koncentracije napona 
oko sferne šupljine vezana su i za radove R.Sausvela. Određlvanje naponskih stanja 
oko sferne šupljine u beskonačnoj oblasti razmatrano je i od strane vise autora: 
D.Kolins [1] odreduje naponsko stanje oko sferne šupljine pri dejstvu sila u tačkama 
koje ne leže na. konturi. U knjiz-i Veljković N.- Plavšić M. [70] prikazano je odredlvanje 
napona. oko sferne šupljine koristeći Nojber - Papkovičevo rešenje. Istraživanja 
Tercagija i Riharta prikazana u monografiji [56] zasnivaju se na radovima No- 
jbera, Sternberga i Eldvardsa[17],[47]. Međutim, postoje odredîvanja naponskog 
stanja oko sferne šupljine i no\hjeg datuma, tako Podiljčuk u svojoj monografiji [51] 
analizira naponsko stanje oko sferne šupljine metodom Bubnova-Galerkina koristeći 
rešenje koje je dato u obliku beskonačnih redova i Ležandrovih polinoma.. Do rešenja. 
u obliku beskonačnih redova u sličnom istraživanju došao je i Mc Clung [45].
Početak istraživanja naponskog stanja oko c ilindričnog o tv o ra  datira od prvih 
radova Kirša koji je dao jedno od prvih rešenja koje se odnosi na dvodimenzion- 
alni problem, a. među prvim istraživanjima mogu se svrstati i radovi A.Vangerina
i V.A.Steklova [l] gde je razmatran opšti oblik rešenja.U radovima M.A.Šiffa i 
V.A.Steklova [l] zadatak se svodi na rešavanje specijalne transcendentne jednačine 
koja sadrži funkcije Besela, a u radu se boristi Fuxijeov metod razd v a jan ja  
prom enljiv ih . Rešenje dobijene jednačine u izotropnoj sredini dato je u radu V.K. 
Prokopova [55]. U svojim istraživanjima A.I.Lurje [32] je odredîvanje naponskog 
stanja oko cilindričnog otvora razmatrao pri proizvoljnom opterećenju upravnom na 
površ cilindra. Rešenje naponskog stanja oko neopterećenog i delimično opterećenog 
cilindrićnog otvora dato je u radu M.Ivkovića [25]. Određivanje naponskog stanja. 
svodi se na iznalaženje naponske funkcije koja zadovoljava biharmonijsku diferen- 
cijalnu jeđnačinu V2V2(F =  0 za date granične uslove i rotaciono simetričan slučaj 
opterećenja. Pri rešenju problema opterećenje je prikazao u obliku Fuiijeovog in­
tegrala, a rešenja za koordinate tenzora napona svodi na izračunavanje određenog 
integrala u granicama 0 — oo. Isti zadatak rešen je od strane Bartona [14] s tini sto 
su rešenja predstavljena u obliku beskonačnih redova. Podiljcuk je u monografiji [51] 
rešenje naponskog stanja oko cilindričnog otvora dao u obliku beskonačnih redova 
koji sadrže funkcije Besela. Iz ove oblasti istraživanja potrebno je istaći monogra.fijn 
P.Jovanovića [26] kao i monografia R iharta [56] gde su prikazanaistraživanja napon­
skog stanja око cilindričnog otvora različitih preseka (kružni, eliptični).
Određivanje naponskog stanja око šupljine oblika e lipso ida  razmatrano je u 
raduG.S. Sapira [67], pri čemu se analiziranaponsko stanje oko šupljine sp ljoštenog  
ro tac ionog  elipsoida . U radovima [63] i [65] daju se rešenja naponskog stanja za 
neopterećenu šupljinu sa korišćenjem tri harmonijske funkcije. Podiljčuk u svojim 
istraživanjima [50], [51] daje rešenje u obliku beskonačnih. redova po Ležandrovim 
polinomima , a pri formulisanju problema koristi projekcije vektora pomeranja i 
napona na ose Dekartovog koordinatnog sistema.
Imajući u vidu navedena istraživanja, može se zaključiti da je problem koncen- 
tracije napona oko neoptereéene i sa. unutrašnje strane delimično opterećene šupljine 
do sada rešen analitički samo za sfernu šupljinu i za beskonačno dug cilindar. Pitanje 
analitičkog rešenja za šupljinu oblika izduženog elipsoida, koji predstavlja opšti 
oblik šupljine u odnosu na sferu i beskonadan cilindax, ostalo je za sada otvoreno. 
Postoje samo delimična analogna istraži\anja koja su ovde navedena i koja se odnose 
na pojedinačna rešenja za specifične konturne uslove. Ovakvo stanje dosadašnjih is- 
traživanja stanja napona oko šupljine oblika izduženog obrtnog elipsoida daje za 
pravo da se pokuša naći analitičko rešenje ovog problema koje bi predstavljalo opšti 
oblik rešenja naponskog stanja oko supljine oblika obrtnog izduženog elipsoida koje 
se uprošćava na stanje sferne simetrije za slučaj kada su sve ose elipsoida jednake, 
odnosno na stanje cilindriate simetrije u slučaju kada je rotaciona osa elipsoida 
znatno izduženija od ostale dve.
Rezultat takvog pokušaja je istraživanje sadržano u ovoj tezi. Prvi postavl- 
jen zadatak je iznalaženje analitičkog rešenja parcijalnih diferencijalnih jednadina 
navedenog problema za granične uslove neoptereéene i parcijalno optereéene kon-
tuie šupljine. U vezi sa tim, prirnenjen je pristup Bubnova-Galerkina sa uvodenjem 
graničnih uslova preko funkcija koje zadovoljavaju diferencijainu jednačinu i njihov 
razvoj u beskonačne redove po Ležandrovirn polinomima. Sledeći korak je zasnovan 
na odredîvanju koordinata tenzora napona u sistemu eliptičnih koordinata preko 
napoiisk ih  funkcija.
Osnovni zadatak i krajnji cilj ovog istraživanja je prema tome dobijanje resenja, 
koordinata tenzora napona u anaiitičkom obliku i primena dobijenih rešenja za 
dobijanje koncentracije napona oko otvora oblika izduženog rotacionog elipsoida. 
Iznaladenjem navedenog anaiitičkog rešenja dobija se pored ostalog i moguénost 
bolje verifîkacije uslova diskretizacije za numerička rešenja u kojima se mogu nbnb- 
vatiti i drugi praktični problemi (anizotropija, nehomogenost stenske mase i dr). 
Od znaéaja je napomenuti i eventualnu primenu dobijenih. rešenja u proučavanju 
ponašanja materijala sa mikro-defektima, jer ta  proučavanja polaze od hipoteze о 
mikro-šupljinama oblika elipsoida pri razrnatranjima problema bifurkacije napona u 
analizama preduslova pojave krtog loma.
U ciìju celovitog sagledavanja postupka istraživanja, u prvom poglavlju ove teze 
prikazuju se osnove iz teorije elastičnosti vezano za rešenje prostomih problema. 
Detaljnije izvodenje osnovnih jednačina dato je radovima A.I.Lurja [35], Podiljčuka 
[52] i drugih autora. U ovom poglavlju ukratko se izlaže istorijat istraživanja napon- 
skih funkcija, uz određivanje oblika naponske funkcije koji će se koristiti u daljem 
radu kao i diferencijalne jednačine koja se mora zadovoljiti.
Obzirom da se problem koji se razmatra odnosi na šupljinu oblika izduženog 
rotacionog elipsoida, u drugom poglavlju ove teze uvodi se eliptični sistem koor­
dinata izduženog elipsoida i sve potrebne relacije. Ovo poglavlje sadrži definicije 
harmonijskih funkcija imajuéi u vidu da se problemi vezani za odredlvanje napona 
oko otvora rešavaju uvođenjem naponskih funkcija koje su harmonijske. Rešenja 
diferencijalnih jednačina sadrže u sebi Ležandrove funkcije pa se u nastavku izlažu 
osnovne definicije Ležandrovih funkcija. Detaljnije izvodenje i analiza date su 
u monografìji Hobsona [24]. Takode, u velikom broju radova dato je izvođenje po- 
jedinih rekurentnih formula. U okviru ovog rada su izvedene i potrebne dodatne 
rekurentne formule, э, кэ.о jedan od osnovnih problema koji se reâa.va u okviru ove 
teze je izbor i uvodenje pogodnih funkcija koje de definisati optereéenje na konturi 
šupljine kao graničnog uslova. U nastavku ovog poglavlja izlažu se osnovne relacije 
razvijanja tih funkcija u beskonačne redove po Ležandrovim polinomima.
Treće poglavlje sadrži postojeća istraživanja naponskog stanja oko sferne šupljine. 
Najpre se izlaže istorijat postojećih istraživanja [1]. Zatirn , za jedno istradi\anje 
detaljnije obradeno u radovima [70] i [71] prikazuje se rešenje diferencijalnih 
jednačina i odredlvanje koordinata tenzora napona. Pri marni naponi u stenskoj masi 
definišu se u sfernom koordinatnom sistemu. Kao originaian doprinos dosadašnjim
istradi van jim я., а и okviru ove teze će se uvesti nove funkcije optereóenja kao granicni 
uslovi.
U cetvrtom poglavlju se izlažu postojeća istraživanja naponskog stanja oko cilin- 
đričnog otvora. Kao i u trecein poglavlju najpre se daje istorijat postojecih is- 
traživanja [1]. Imajući u vidu da su ova istraži vanja brojna, u okviru ove teze će se 
detaljnije anadizirati jedno od rešenja dato u radu [25], i ođrediće se rešenje difer- 
encijalnik jednačina preko Beselovih funkcija i na osnovu toga koordinate tenzora 
napona. I ovde ce biti analizirami granimi uslovi u nešto izmenjenom. obliku, pri- 
lagodeni kasnijim analognim analizarna za eliptičnu šupljinu,
Izbor prikazanih istraživanja u okviru treéeg i četvrtog poglavlja koji se de- 
taJjnije obraduje u okviru ove teze, izvršen je sa ciljem da se u uporednoj analizi 
dobijenih rezultata, kao i numeričkoj realizaciji analize dobiju uporedne vrednosti 
koncentracije napona oko šupljine, odnosno ovaj izbor je izvršen i u cilju analize i 
upoređenja sa dobijenim rešenjima naponskog stanja oko šupljine oblika elipsoida.
Peto poglavlje predstavlja osnovni sadržaj ove teze, tj. određivanje naponskog 
stanja oko šupljine izduženog obrtnog elipsoida. Najpre će se dati transformacija 
koordinatnog sistema i prikaz primarnih napona u eliptičnom sistemu koordinata. 
Po prvi put u ovom radu ce se izvesti i koristiti relacije za napone preko napon- 
skih funkcija u sistemu koordinata izduženog elipsoida. Zatim se daje opšti ob- 
lik diferencijainih jednačina za rotaeiono simetričan slučaj opterećenja. U ovom 
delu rada u celostì se ogleda i novi originalni pristup u resa\anju ovog problema. 
Naime, rešenje diferencijalne jednačine (biliarmonijske) koju zadovoljavaju naponske 
funkcije trazi se kao opšte rešenje u eliptičnom sistemu koordinata. Granirne uslove, 
tj. funkcije napona na konturi supljine elipsoida razvijaju se u beskoname redove 
po trigonometrijskim funkcijama i Ležandrovim polinomima [73]. Obzirom na defin- 
isane granične uslove (konturne uslove) , koji moraju biti zadovoljeni, formiraju se 
sistemi algebarskib jednačina za odredivanje nepoznatih konstanti. Iz dobijenih sis­
tema jednačina na osnovu graničnih uslova dobijaju se vrednosti za konstante koje 
figurišu u rešenju diferencijainih jednačina. Ovaj pristup rešavanja diferencijainih 
jednačina se unekoliko razlikuje od analognih rešenja gde se konstante dobijaju direk- 
tno iz graničnih uslova. Ovde su granični uslovi defìnisani po koordinatama tenzora 
napona tj. kao rešenja parcijalnih diferencijainih jednačina naponskih funkcija. Za 
odredivanje nepoznatih konstanti, a time i koordinata tenzora napona, dobijaju se 
dva sistema beskonačnog broja jednačina sa beskonačno mnogo nepoznatih (istog 
broja u oba sistema).
se za obične Ležandrove funkcije, dok se za pridružene postavlja sistem, a rešenje 
ostavlja za dalja istraživanja. Ovo otvoreno pitanje rešenja sistema jednačina za 
pridružene Ležandrove funkcije vezano je i za simultana istraživanja u okviru 
m atem atičk ih  nauka,
Sesto poglavlje predstavlja numeričku realizaciju analize. Najpre će se izložiti 
algoritam za odredlvanje naponskog stanja oko sferne šupljine, cilindričnog otvora 
i šupljine izduženog elipsoida Zatim će se definisati granični uslovi i svi parametri 
za dobijanje aproksimativnog rešenja (za određeni broj članova reda). Na osnovu 
algoritma madiće se program za radunar. U okviru ovog poglavlja prikazuju se 
numerički primeri određivanja naponskog stanja oko sferne šupljine, šupljine cilin- 
dričnog otvora i šupljine izduženog elipsoida Izbor prikazanih. primera izvršen je 
sa ciljem da se dobiju uporedne vrednosti koncentracije napona oko šupljine nave- 
denih oblika Izbor i prezentacija dobijenih rezultata značajna je za analizu uticaja 
promene geometrie šupljine i optereéenja na naponsko stanje oko šupljine.
Sedmo poglavlje sadrži zaključna razmatranja u pogledu ostvarenih resenjai, 
praktične primene rezultata ovog rada i predloge daijih istraživanja.
Imajući u vidu složenost i obimnost matematičkih izvođenja i transformacija, u 
P riloz im a disertacije (I, II, III i IV) biće prikazana samo neka važnija izvodenja 
pojedinih izraza, dok se sva ostala izvođenja korišćena u radu nalaze kod autora u 
rukopisu.
Pojedine velieine i relacije istaknute su masnim slovima u cilju bolje preglednosti. 




Prostorni problemi teorije elastičnosti zauzimaju značajno mesto u metanici de- 
formabilnih tela. Kao fundamentalna istraživanja opredeljuje ih činjenica da je 
istraživanje naponskog stanja uvek aktuelno pri rešenju mnogih tehničkih zadataka. 
Fundamentalnost i aktuelnost problema teorije elastičnosti, posebno u novije vreme, 
dolazi do izražaja i zbog razvoja računara, gde je inoguće rešavanje i onih 
matematičkih zadataka koji su bez toga bili praktično nerešivi (veliki broj jednačina, 
komplikovanost izraza i dr.). U poslednje vreme publikovaao je i vise monografija 
posvecenih prostoruim problemima teorije elastičnosti [51], sto je i osnovni predmet 
ove disertacije. Metode istrazivaaja prostornih zadataka teorije elastiò.nosti zaisni- 
vaju se na rešenjima jednačina ravnoteže pomoću harmonijskih i biharmonijskih 
funkcija. Takva rešenja predložena su još od strane Kelvina i Busineska. Opšte 
rešenje jednačine ravnoteže elastičnog izotropnog tela, koje sadrži tri bihaxmonijske 
skalarae funkcije dato je od strane Galerkina [35],[52]. P.F.Papkovič je ustanovio da 
je rešenje B.G.Galerkina opšte [53], i predložio novi oblik rešenja koji sadrži četiri 
harmonijske fimkcije. Opšte rešenje P.F.Papkoviča [53] nezavisno je dobijeno od 
strane H.Neubera [47], a u radovima M.G.Slobodjanskog , R.Jubenksa i E.Stenberga 
rsLzmatrana je mogućnost smanjenja broja potrebnih harmonijskih funkcija.
Pri rešavanju određenih vrsta zadataka u okviru granićnih problema teorije 
elastičnosti koristi se Furijeov metod razdvajanja promenljivih po kome se dobi- 
jena rešenja predstavljaju u obliku beskonačnih redova ili integrala, a rešavanje 
parcijalnih jednačina obično se svodi na rešavanje običnih diferencijalnih jednačina.
1.1 O snovne jed n ač in e
Jednačine ravnoteže po p om eran jim a  u slučaju izotropnog elastičnog tela bez 
uticaja zapreminskih sila imaju oblik:
(1 — 2u) А п  +  grad div й  =  0 ( 1 .1)
Opšte rešenje jednačine ravnoteže (1.1) inože biti predstavljeno preko harmoni- 
jskih. fimkcija i dato je u istraživanjima velikog broja autora [70] . Papkovič- 
Nojberovo rešenje dato je u obliku:
2Gu = 4(1 — u)B  — grad(rB  +  Во)
gde je:
ß-baxmonijskska vektor funkcija 
jBo-harmonijska skalama funkcija [53] 
V- Puasonov koeficijent
(1 .2)
Jednačine ravnoteže po naponima u statičkim uslovima imaju oblik:
(1.3)
Koordinate tenzora napona ko je zadovoljavaju jednaninu (1.3) moraju zadovol- 
javati i uslove kompaktibilnosti. Kada se ovi uslovi izraze preko napona , uzimajući 
u obzir (1.3) dobijaju se Beltrami-Mičelove jednačine
Au, j + 1
1 + 1Уh,ij — 0
(1.4)
Granimi uslovi za rešenje jednačine (1.1) i (1-3) daju se po pomeranjima, odnosno 
po naponima:
4 )  =  4 ) (1.5)
gde je: c/,-poziiata funkcija pomeranja na konturi 
p1 -poznato opterecenje na konturi
1.2 N aponske  funkcije
U istraživanju naponskih stanja oko otvora cesto se zanemaruje lokalni uticaj za- 
preminskih sila. Tada se jednačine ravnoteže mogu resiti u opštem obliku uvodenjem 
funkcija položaja (koordinata). Ove funkcije nazivaju se naponske funkcije.
Maxwel je 1868 godine naponsko stanje izrazio preko tri naponske funkcije ko je 
su povezane složenim sistemom diferencijalnih jednačina. Kasnije V.I.Blox [10] i 
A.Krutkov su Maxwelove funkcije napona predstavili u tenzorskom obliku.
Morera je opšte rešenje dao u drugom obliku 1899 godine [57], a Businesk je 
opšte rešenje izrazio preko tri biharmonijske funkcije koje se u slučaju simetrije 
svodi na dve. P.F.Papkovič je dao opšte rešenje jednačine ravnoteže izotropnog 
tela pomoću četiri harmonijske funkcije. Isto rešenje nezavisno je dato od strane 
Nojbera i Grodskog [53], a G.S.Sapiro [67] je prikazao funkciju napona iz rešenja 
Papkovič-Nojbera u krivolinijskom sistemu koordinata.
Broj barmonijskih funkcija kojima se defunse rešenje i mogućnost njihovog sman- 
jenja analizirano je od strane velikog broja autora ( P.F.Papkovič, R.Mindlin, 
D.I.Serman, M.G. Slobodjanski, E.Sternberg [1]).
Uvodenje naponskih funkcija, njihov broj i oblik su stoga stalna tema istraživanja 
[22], [43]. Ovo se posebno odnosi na mogućnosti iznalaženja analitičkih rešenja za- 
dataka za anizotropne sredine.
Polazeći od rešenja Papkovič-Nojbera u radu [48] data  je analiza određivanja 
koordinata tenzora napona preko naponskih funkcija datih u obliku:
Ф  — Фо +  2 Ф 1 +  у Ф2 +  г Ф 3 (1.6)
tj. као zbir harmonijskih funkcija. ТаВа se problem određivanja naponskog 
stanja, uzimajući u obzir uslove kompaktibilnosti, svodi na iznalaženje naponske 
funkcije Ф koja zadovoljava diferencijaJnu jednaóinu
Naponska funkcija Ф zadovoljava istu diferencijalnu jednacinu kao i Erijeva 
funkcija napona.Takođe, navedena naponska funkcija mora zadovoljavati i zadate 
granitine uslove (1.5).
U slučaju zadatka sa ro tac iono  sim etričn im  o p terećen jem  naponska funkcija 




Problem, određlvanja prostornog naponskog stanja u okolini otvora je jedan 
od matematički uajsloženijih problema teorije elastičnosti i rešenje ovog problema 
uslovljeno je korišćenjem postupaka teorije matematičke amalize.
Posto se problem koji se razmatra u ovoj disertaciji odnosi na određlvanje pros- 
tornog naponskog stanja u okolini otvora oblika izduženog elipsoida u ovom poglavlju 
se definišu pojedine potrebne oblasti matematiéke analize, s tim da su te oblasti, 
kao i obim prikazivanja, izabrane tako da upotpune i omoguée bolje sagledavanje 
ovog istraživanja.
2.1 E lip tičn i k o o rd in a tn i s istem
Uvođenje krivolinijskib sistema koordinata omoguéava dobijanje povoljnijeg oblika 
izraza za uslovne jednačine ravnoteže i konturne uslove graničnog problema. 
Odabram krivolinijski sistem eliptičnih koordinata omoguéava saglasnost koordi- 
natnih površi sa geometrijom površi otvora, a posebno je pogodan za direktno dobi­
janje napona u pravcima normale i tagente na familiji površi kojoj pripada i površina 
otvora tj. površina graničnog zadatka.
Razmatranje koordinatnih sistema polazi od defmisanja položaja proizvoljne tačke 
u prostoru. Za koordinate tacke mogu se uzeti tri proizvoljne funkcije Dekartovih 
koordinata
qi = Qi(x,yt z)\ q2 = q2(x ,y ,z); q3 = q3(x ,y , z), (2.1)
Dekartove koordinate se mogu izraziti kao funkcije od 91, 92, 9з u obliku: 
x =  f i (Ч1 > Яъ Яг)] У =  / 2(91,^2, 93); z — / 3(91, 92) 9з) (2-2)
U navedenim relacijama (2.1) i (2.2) brojevi Çi,Ç2>Ç3 zovu se generalisane koor- 
d in a te  tačke u prosterni.U Dekartovom sistemi! ti brojevi su bili x,y, z]  u sfernom 
r, ip, в ; a u cilindričnom r, ip, z.
Ako se u relacijama (2.2) pretpostavi da je jedna koordinata konstantna, a da se 
druge dve proizvoljno menjaju tada relacije
z =  / i ( c  1>92,? з); y =  /2(с1,92,дз); z  =  / 3(c i,g 2,g 3) (2.3)
odreduju površinu ko ja se može predstaviti u obliku
Fi(a:; ÿ?z) =  Cl (2.4)
Na sličan način se dobijaju površine F2{x ,y ,z)  =  c2 , F z(x ,y ,z) = c3 (Sl.l). 
Dobijene površine se nazi va ju koordinatne površine, a preseci dveju koordinatnih 
površina odreduju koordinatne linije,Tagente povučene na koordinatne linije pred- 
stavljaju koordinatne ose. Koordinatne linije su, u opštem slučaju, krive, to se sistem 
naziva krivolin ijski sistem  koord inata . Ako je trijedar tagenti (Sl.l) ortogonalan 
onda je i krivolinijski sistem ortogonalan .
Sl.l. Krivolinijski koordinatni sistem
Kako vektor položaja tacke zavisi od Dekartovih koordinata, to će zavisiti i od 
generalisanih koordinata:
r = r (x ,y ,z )  = f(q  !,q2,q3) (2.5)
dr dr
% = W  (!=w) (2 .6)
Intenzitete paxcijalnog izvoda (2.6) Lame je označio sa H l ( u ovoj disertaciji 
označen sa ) u literaturi poznati kao Lameovi koeficijenti:
(2.7)
Lameovi koeficijenti predstavljaju intenzitet vektora f
Ini =  ff, (2.8)
Iz relacije (2.8) siedi:
П = H &  (2.9)
U matematičkoj teoriji krivolinijskih ortogonalnih. sistema postoji vise oblika 
eliptičnih koordinatnih sistema i to:
• opšti eliptični koordinatni sistem
• eliptični koordinatni sistem spljoštenog elipsoida
• eliptični koordinatni sistem izduženog elipsoida {5]
Koordinatne površi (2.4) opšteg  eliptičnog koordinatnog sistema definisane su 








+a2 +  Ç2 b2 + q2 c2 + q2
+
У
+a2 + q3 b2 + q3 c2 +  q3
— elipsoidi,
— 1 — jednograni hiperboloidi, 
=  1 — dvograni hiperboloidi, (2 .10)
elipsoida (SI.2 )
S1.2.0pšti eliptični koordinatni sistem
Transformacija koordinata data je u obliku:
x2 _  (a2 +  g i)(a2 +  g2)(a2 +  дз)
(a2 — ò2)(a2 — c2)
„p _  (^2 ~k g iX 2^ +  92)(b2 +  дз)
(Ò2 - C2) (62_ a2)
22 =  (c2 +  9i)(c2 +  g2)(c2 +  g3)
(С2 -  ^ ( C 2
Lameovi koeficijenti za op šti eliptičnl koordinatni sistem dati su relacijama:
H,Я1
Я,93
(gì -  ga) (gì -  9з) u  __ (92 -  9з) (92 -  9i)
4/(9i) ’ 92 “  4 / Ы  :
(93- g ì )  (93-92)
4/(9з)
(2 .12)
gde je f(qi) =  (a2 +  9i)(ò2 +  ç,)(c2 +  qt)
Eliptični koordinatni sistem sp ljo štenog  elipsoida (S1.3) može se izvesti iz 
opšteg eliptiénog sistema koordinata [35] ili na osnovu izloženog opšteg krivolinijskog 
sistema.
X '2 -)- y  ^  z 2
H— =  1 — obrtni elipsoid
c2(l +  çf) c2gf
a:2 +  y2 z2 =  1 — jednograni hiperboloid
<?( 1 -  9i) c2?2
y — X tan  g3 — poluravan kojo j pripada obrtna osa Oz (2.13)
pri čemu çi,Ç2,<?3 predstavljaju e lip tične  k o o rd in a te  sp ljo štenog  elipsoida (u 
literaturi poznate kao a, т, Ô)(qi > 0 ;— 1 < < 1)
Na osnovu (2.2) i (2.13) siedi:
a;2 =  c2(l +  ç2)(l -  ql) cos2 ç3 ; y2 = c2(l +  q\) (1 -  qj) sin2 q2 ;
z 1 = c qxq2 (2.14)
Ako se u relacije (2.14) uvede smena =  shu; q2 = cosp; ç3 =  в dobija se 
e lip tičn i koo rd inatn i sistem  sp ljo štenog  elipsoida u obliku:
X =  c chu sin p  cos в , y = c chusinpsind  , z  — c shu cosp  (2.15)
Lameovi koefieijenti za eliptični koordinatni sistem spljoštenog elipsoida izvedeni 
na osnovu (2.7) imaju oblik:
H-u. = Нџ> = c\Jsh2u +  cos2 p  , H q =  c chu sm p (2.16)
S1.3.Elipticni koordinatni sistem spljoštenog elipsoida
Problem razmatran u ovoj disertaciji je određivanje naponskog stanja oko šupljine 
izduženog elipsoida kao najprikladnijeg oblika šupljine koji najviše odgovara oblicima 
u kojima se formiraju iskopi u čvrstim stenskim masama , pa samim tim se razmatra 
u odgovarajućem eliptičnom. koordinatnom sistemu izđuženog elipsoida .
Eliptični koordinatni sistem izduženog elipsoida (SI.4) može se izvesti iz opšteg 
eliptičnog sistema koordinata [35] ili na osnovu izloženog opšteg krivolinijskog sis­
tema koordinata.
Koordinatne površi definisane relacijama (2.4) date su u obliku:
) +  Щ  =  1 -  °Ы т  d lp s M
X2 +  y2 z2
-тггЂ— rr +  =  1 — dvograni hiperboloid
<?{q\ -  1) (?q\
y — x ta u ç 3 — poluravan kojo j pripada obrtna osa Oz (2.17)
pri čemu Çi,Ç2,<?3 predstavljaju e lip tične  k o o rd in a te  izduženog  elipsoida 
(u literatim poznate kao a, г, в) i (çi >  1 > q2 > — 1)
Na osnovu (2.2) i (2.17) siedi:
X2 =  c2(q2 -  1)(1 -  ?2)cos2?3 I y2 =  c2(q2 -  1)(1 -  &  sin2 q3
г 1 =  c qiq2 (2.18)
Uvođenjem smene qi =  chu\ q2 =  cos(p; q3 =  в u relacije (2.18), dobija se 
e lip tičn i k o o rd in a tn i sistem  izduženog elipsoida koji se definiše na sledeći 
način ;
X =  c shu  sin ip cos в , у — с shu  sin р  sin в , z = c chu cos p (2.19)
gde su:
и ,р ,в  - eliptične koordinate
c- međufokusno rastojanje
(0 < u < oo ; 0 < p  < 7Г ; 0 < в < 2тх)
Jednačina
и — const (2.20)
predstavlja familiju izduženog elipsoida (2.17) u obliku
X2 + y2 z 2 9
------- — H-------- =  c2
sh2u ch2u (2 .21)
2.1. ELIPTICNIKO O RD INATNISJSTEM  
Jednačina
<p =  const
predstavlja familiju dvogranih rotacionih hiperboloida (2.17) u obliku
z2 X2 +  y2
COS2 (p sin2 ip
Jednačina
в =  const




S1.4.Eliptični koordinatni sistem izduženog elipsoida
Familije površi и = const, <p =  const г в = const su međusobno o rto g o n a ln e  . 
U slučaju в = const , и  =  const ugao ip je promenljiv i varira od 0 do ir. Za 
vrednosti (p =  0, n na konturi и =  uq dobija se
a — c chug , 6  =  0
a za vrednost <p =  na istoj konturi se dobija
(2.25)
gde s u a  i ò veća , ođnosno manja poluosa elipse.
Kada je в = const , с = const а и —> 0 tada eliptični cilinđar degeneriše u nit 
dužine 2 c tako da je
x = ± c , y — 0 (2.27)
Kada с —> 0 , и -+ оо , 9 ф const eliptične konture prelaze u sferne kontuxe
c chu —► c shu  —*■ R  (2.28)
gde je R  poluprečnik sfere.
Na os no vu (2.6),(2.7) i (2.19) Lameovi koeficijenti dobijaju oblik
t fu =  Hv =  c\jsh?u +  sin2<p , Hß =  c shu sirup (2.29)
U daJjem izlaganju u okviru ove disertaci je Lameovi koeficijenti se predstavljaju 
na sledeći način:
hu = hy = су  sh2u +  sin2 ip =  c\jch2u — cos2 <p , h$ = c shu  sin <p (2.30)
2.2 H arm o n ijsk e  funkcije
U rešavanju zadataka teorije elastičnosti uopšte, veliku ulogu imaju harmonijske 
funkcije, a posebno pri istraživanju naponskih stanja oko otvora pomoću naponskih 
funkcija, koje su definisane kao harmonijske [60]. Takođe, rešenja zadataka vezanih 
za tela ograničena sfernim površima nalaize se primenom sfernih harmonijskih napon­
skih funkcija. U poglavlju 1 ovog rada naglašena je ta  uloga barmonijskih funkcija 
kod definisanja naponskih funkcija.
Harmonijska funkcija se defunse kao neprekidna funkcija koja ima neprekidne 
izvode prvog i drugog reda i koja zadovoljava Laplasovu diferencijalnu jednačinu.
U rešavanju zadataka teorije elastičnosti , a posebno odredivanja naponskih 
stanja , najviše se koristi klasa harmonijskih funkcija u obliku hom ogenih  alge- 
ba rsk ih  polinom a n-tog  s tep en a  . Ova klasa funkcija /„  definiše se na sledeći
način [39],[70],[73] :
OO
fn = E A mkj X r n ^ k r J  1 X 2 X 3m-hk-hj=n
fl2 d2 d2
A /„ = 0 ; A dx2 ' dy2 1 dz2
PFnj. ■= nf„ (2.31)
gde je A - operator Laplasa
Iz navedene klase fuiikcija algebarskih homogen ih polinoma uvodeći koordinatne 
transformacije x = r sin cp cos в , y = r sin. sin в , z =  r cos <p dobijaju se homogeni 
harmonijski polinomi n-tog reda u obliku:
fn = гпФп(<р,в) (2.32)
koji se koriste za formiranje naponske funkcije i omogućavaju postupkom razd- 
vajanja promenljivih rešavanje diferencijalnih jednačina koje imaju za rešenja 
Ležandrove funkcije.
2.3 L ežandrove funkcije
Rešenje zadataka određivanja naponskog stanja oko sferne šupljine i šupljine oblìka 
izduženog rotacionog elipsoida svodi se na određivanje naponskih funkcija koje zado- 
voljavaju osnovnu diferencijalnu jednačinu (1.7), a dobijaju se rešenja koja sadrže 
Ležandrove funkcije prve i druge vrste. Za analizirane problème sa rotacionom 
simetrijom и odnosu na z osu navedena rešenja su defmisana pomoću funkcija 
Ležandra prve vrste odnosno relacijama [51]:
Pn(cos<f>) = ^  (cos2tp -  1)” (2.33)v ’ 2nn\ d(cos <p)n v ’ v '
C ( «*¥>) =  (-1 )" (1  -  (2.34)d (cos ip)m
i pomoću funkcija Ležandra druge vrste odnosno relacijama:
1 chu — 1
Qn(chu) = -P n(chu) lg —^ +  i +  Wn-i{chu)







_  1 0 „  _  Ç
=  - - ----- ?„_,(<*«) +   ----- ^ „ - 3  (chu) +  ... (2.37)
pri сети  su izrazima (2.34) i (2.36) definisane pridružeue Ležandrove funkcije 
prve odnosno druge vrste. Ležandrove fuukcije prve vrste se veoma cesto ko- 
riste i zbog osobina ortogonainosti. Takođe, pri istraživanju uapouskog stanja 
oko otvora cesto se kao pogodnosti koriste ograničenost funkcija prve vrste i brza 
konvergencija ka nuli funkcija druge vrste sa udaljavanjem od otvora Ove osobine 
omogućavaju lakšu kontrolu i praćenje konvergencije dobijenik rešenja. Na osnovu 
osobina Ležandrovik funkcija izvedene su rekurentne formule koje se koriste pri 
formiranju sistema jednačina i pojednostavljenju dobijenik izraza za koordinate 
tenzora napona U radovima velikog broja autora [5],[12],[24],[66] izvedeno je vise 
rekurentnik formula . Međutim, za potrebe rešenja zadatka ove disertacije, izvedene 
su i dodatne rekurentne formule koje se navode и ovom radu.
Rekurentne formule Ležandrovik funkcija p rv e  vrste:
sin2 LpP'n =  (n -f 1) cos ipPn -  (n +  l)P „+i
sin2 <pP^ +1 = (n +  1 )P„ -  (n +  1) cos(pPn+1
sin4 <pP" = (n+  1) [(2 -  (2 +  n) sin2 tp)Pn -  2 cos <pPn+1]
sin4<pP"+1 = (n +  l)[2cos<pP„ -  (nsin2<p +  2)Pn+1] (2.38)
sin<~pP™+1 — - ( n  -  m  + 1 )P^+1 + (n + m  + 1) cos (pP™ 
sin '-рР^л =  -  in  -  m  +  1) cos pP™+1 +  (n + т  +  1)Р ^
2.3. LEŽANDROVE FUNKCIJE
sin2ipP™^2 = —2(m +  l)(n  — m  +  1) cospP™+1 +
+ (n +  m  +  l)[2(m +  1) — (m + n + 2) sin2 (p\Pn
sin2 <pPn+i2 =  2 (m +  1) (n +  m  + 1) cos ipP™ -  [2 (m +  l)
(n — m  +  1) +  (n — m )(n — m  +  1) sin2<p]P%+i (2.39)
Rekurentne formule Ležandrovih. funkcija d ruge  vrste:
sh2uQ'n =  (n +  l)(Q n+i -  chuQn)
sh uQ n_ ^ — (n -f" 1 ) (c-hv-Q n-\-\ Çn)
sh4uQn — (n +  l) [ ((n +  2 )sh2u +  2 )Qn — 2chuQn+i]
sh4uQn+1 =  (n +  1 )[(nsh2u — 2)Q„+i +  2 chuQn] (2.40)
shuQ™+1 =  (n — m  +  1 )Q™+1 -  (гг +  m +  1)с/гггС()™
shuÇP^l = ( n — m +  1 )chuQ™+1 -  (n + m + 1)Q™
sh2uQ™+2 — (n +  m + l)[2m +  2 +  (гг +  m  + 2 )sh2u]Q™ —
—2(m +  l)(n  — m +  1)с/шф™+1
sh2uQ™^2 = 2(m +  l)(n  +  m  +  1)с/ш<5™ +  [(гг — m)
(гг — m  +  l) sh 2u — (2m + 2 )(n — m +  l)]Q™+i (2.41)
gde su uvedene oznake: Pn(cos(p) =  P„; P™(cos<p) = P™] Qn(chu) = Qn ...
P ri formiranju sistema jednačina za određivanje nepoznatih. koeficijenata iz 
graničnih. uslova, korišćeni su izrazi F.Neumanna navedeni u radovima [40] i [67].
2.4 R azv ijan je  fim kcije u red  preko  L ežandrov ih  
po linom a
Ležandrove fimkcije prve vrste u literaturi se cesto nazivaju Ležandrovi polinomi. 
Razvijanje funkcija u red po polinomima Ležandra posebno se koristi u rešenjima 
sistema jednačina koji je zadat tako da jedna strana sadrži Ležandrove polinome i 
data je u obliku reda, a druga strana je data u obliku fimkcije koju eine Ležandrovi 
polinomi.
Razvijanje funkcije u red po trigonometrijskim funkcijama i Ležandrovim 
polinomima dato je u obliku:
CO nf  = HnmP £  (cos p) cos md (2.42)
n—0m=0
gde se koeficijenti H^m odrediiju na osnovu izraza
Hnm =  j 1 ^  f dd Г fP™ (cosp) cosт в sinpdp  (2.43)
( n  +  m ) !  27гЛ ш  J о J о
pri čemu je A0 =  2 (m =  0) i Am =  1 (m Ф 0) , [73]
Ako je m  =  0 dobija se
/ = E HnP
n = 0
gde se koeficijenti Hn određuju na osnovu izraza
2 n  +  1 Г
H n = fP-n (cos p) sin pdp
U literaturi je poznato i razvijanje funkcije na sledeći način [70]:
OO
f  = Y ,  h „p ! ,% osp)
n—0
gde se koeficijent Hn odreduje na osnovu izraza
(2n + l)(n  — 1)! f* (j), . .
Я” = “ М п + 1 ) !  I  co s ^ s m ^  
a P ^ \  cos p) je definisan na sledeći način






NAPONSKO STAN JE - SFERNA 
ŠUPLJINA
Ravnotežno stanje tela oblika sfere, a u okviru toga određivaaje naponskog stanja 
za pojedine graiiične problème, istražuje se dugi vremenski period.
Prva rešenja ravnoteže elastične sfere u sfernim koordinatama se nalaze u 
radovima G.Lame-a kada je razmotreno određivanje naponskog stanja pri dejstvu 
unutrašnjeg i spoljašnjeg ravnomernog opterećenja.Rešenje Lame-a dato je u obliku 
trigonometrijskih i pridruženili Ležandrovih funkcija.
U svojim memoaxima V.Tomson razmatra ravnotežu sfere i polusfere. Rešenja 
graničnih zadataka predstavlja preko sfernih funkcija Laplasa [35], a izvodi ih. 
korišćenjem tri harmonijske funkcije.
Deformacija nestišljive elastične sfere pri dejstvu cisto radijaJnih napona datih 
na površini sfere razmatrana je u radu Kri-a (C.Chree) .
U radovima velikog broja autora: O.Tedone-a, C.Somogìijana, V.Ceruti- 
a, A.I.Lurje-a [35], E.Sternbergsi, F.Rozentala [64] i drugih razmotreni su bro- 
jni granični problemi ravnoteže elastične sfere. Osnosimetrične zadatke vezane 
za elastičnu sferu razmatrao je A.I.Lurje u nekoliko svojih radova [35]. Problem 
ravnoteže sfere pri zadatim pomeranjima i opterecenjima datim na samoj povxsi 
sfere razmatran je primenom funkcija Papkoviča. Takođe, u pojedinim radovima 
isti problem se rešava primenom harmonijskih funkcija i Ležandrovih polinoma.
Osnosimetrični zadaxri teorije elastičnosti, za oblast koju obrazuju dve koncen- 
trične sfere razmatrani su u radovima E.Sternberga, R.Jubensa i M.Sadovskog [62]. 
Zadani se razmatraju u sfernom sistemu koordinata, a  rešenja su data u obliku 
beskonačnih redova koji sadrže polinome Ležandra. U tim  radovima je posebno 
razmatrana koncentracija napona oko sferne šupljine [16].
Rešenja dobijena na osnovu analize oblasti koju obraziuju dve koncentrične sfere 
data  su u radovima Lifšica [31] i monografiji [16] gde se koordinate tenzora napona




R 3 R 3
-  pa(1 -  ~^)\ a^ = ae = po—  -  P i(l +  
=  V ?  =  0 (3.1)
gde je :
R  - poluprečnik sferne supljine 
po -opterecenje na unutrašnjoj konturi supljine 
Pi -opterecenje na beskonačnosti
Prva istraživanja koncentracije napona oko sferne supljine vezana su i za radove 
R.Sausvela.
Određivanje naponskog stanja oko sferne supljine u beskonačnoj oblasti razma- 
trano je u radovima vise autorau
D.Kolins [l] naponsko stanje razmatra pri dejstvu sila u tačkama koje ne leže na 
konturi.
Tercagi i Rihart [56] radove zasnivaju na istraživanjima Nojbera [47] , Srernberga i 
Edvardsa [17] , a R.Kontxvel , J.Larmor svoja istraživanja koriste u geofizici. 
Podiljčuk [51] svoje radove vezuje za istraživanje stenskih masa na velikim dubi- 
nama, Posebno je značajna emaliza delovanja komprimovanog gasa u šupljinama i 
odgovarajući uticaj na naponsko stanje oko supljine. Rešenja ovih zadataka data su 
u obliku beskonačnih redova i Ležandrovih. polinoma.
Ešebli, Mura [41] u svojim radovima vezanim za istraživanje inkluzije , takođe raz- 
matraju navedeni problem.
Od istraživanja novijeg datuma treba istaći rad Me Clunga [45] u kome se rešenja 
izvode u obliku beskonačnih redova.
Određivanje naponskog stanja oko sferne supljine , dato na osnovu Nojber- 
Papkovičevog rešenja, detaljnije je obrađeno u radovima N.Veljkovic.M.Plavsic [70] 
i [71], Navedeno istraživanje se analizira i prikazuje i u okviru ove teze.
3.1 P r im a rn o  naponsko  s ta n je
Istraživanja u ovoj tezi vezana su za stenski masiv kao sredine , u kojoj vlada napon­
sko stanje koje nazivamo primarno (in situ) . I kod određivanja naponskih. stanja 
oko sferne supljine u stenskom masivu, a obzirom, da gravitaciona naprezanja imaju 
dominantni uticaj, ova naprezanja se sm atraju početnim-primarnim.Posto gravita­
ciona naprezanja zavise kako od položaja posmatrane tačke taka i od svojstava 
stenske mase, uobičajeno je da se stenska masa aproksimira uz pomoć modela.U 
okviru ovog rada usvaja se elastični model stenske mase koja se smatra izotropnom,
boinogenom i elastičnom, (SI.5)
SI.5 Sematski prikaz modela stenske mase
a za elastični model stenskog masiva koordinate tenzora napona u Dekartovom 
koordinatnom sistemu imaju oblik:
ap r =  7 H • =. <7?Г —I J u  X u y
V
1 -  V
T pr
=  r 3*" =  0xy yz  xz (3.2)
gde je :
7 -zapreminska masa stene 
z/-koeficijent Puasona 
ff-položaj tačke
Transformacijom koordinatnog sistema u sterni koordinatni sistem [57], koordi­








7  (H — r cos <f) 









1 -  V
sin y? cosy?;
pr 
' i р в
gde su (г, в) koordinate sfernog koordinatnog sistema [69] (SI. 6), a koji je definisan 
relacijom :
X = r sin ip cosò, y =  r sincp sin#, Z — r  cos ip (3.4)
SI.6. Sferni koordinatni sistem
3.2 R ešen je  d ife renc ija lne  jed n ač in e
Polazi se od sistema diferencijalnih jednačina po pomeranjima dobijenih iz jednačine 
ravuoteže ( l .l)  i u obliku
(1 — 2is) V 2Uì + [graddiv u]i = 0 (3.5)
i traži rešenje ua osuovu jednačine (1 .2) u obliku
2Gu — g raduo  + гФ) — 4(1 — г/)Ф (3.6)
gde je:
Ф0 -harmonijska skalama funkcija 
Ф- harmonijska vektor funkcija Ф[ФГ, Ф ]^
U sfernom koordinatnom sistemu u uslovima rotazione simetrije izrazi za pomer- 
anja su dati relacijama:





— 1/)Фг +  ~ (гФг +  ФО)
1 d
~ 1')ф*’ + ; з ^ (гфг +  ф°)
gde su Фг i Ф  ^ koordinate vektora Ф 
Фг, Ф^ , i Ф0 treba da zadovolje relacije




Diferencijaina jednačina po funkciji Ф0 ima u sistemu sfernih koordinata x 
r simp cos в ; у — r s i n sind ; z =  Tcosp  sleđeći oblik :
1 д . 2<9Ф0ч 1 д , . <9Ф0ч л
~5R-(r OR-) + ~T~.--- —  (sincp— = Отг or От r2s m p  dp  op (3.9)
Jednačine (3.8) i (3.9) predstavljaju tri jednačine na koje se svodi jednačina 
(1.7) metodom razdvajanja promenljivih. U literaturi [31] je pokazano da rešenja 
navedenih jednačina zadovoljavaju osnovnu jednačinu (1.7).
Partikularna rešenja jednačina (3.8) i (3.9) data su u radu [71] u obliku:
Ф т =  - ( n +  1) aT2r n+1P„ (cos p)
Ф M dPn{cosp)
dp
'î'o -1 P  h r ”Pn{cosip) (3.10)
n = l
3.3 K o o rd in a te  te n z o ra  n ap o n a
Partikularna rešenja diferencijalnih jeđnačina (3.10) uvrstimo u izraze za pomer- 
anja (3.7) i koristeći oznake =  a_(„+1) i dn = 6_(n+1) [71] dobijaju se ìzrazi za 
pomeranja [70]. Iz dobijenih pomeranja, poznatim relacijama za određivanje tenzora 
deformacije i Hukovog zakona dobijaju se koordinate tenzora napona [71]:
E
° r 1 + *+ o
OO
J 2 H n2 +  3n -  2u)cnr ^ n~1 - ( n + l ) ( n +  2)dnr~n~3]Pn {cosp)
a<p l  +  i/
E  00
( -  £ [ n ( n 2 - 2 n ~  1 +  2v)cnr~n~l -  ( n +  l )2<i„r_r,“3]Pn(cos<p) +
77 — 0
+ E  l(4 -  n -  4v)cnr~n~1 +




1 I —( Y l[ ~ n (n + 3 “  4пг/ -  21у)спг~п~1 + (n +  l)rfrïr ”" _3]P„(cosp) -




£  - !(n2 -  2 +  2„)c„r— 1 +  (n +  2) r f „ r - - ■»]dP” (cos^
n=l dip
T've =  0 (3.11)
Rešenja (3.11) su u obliku beskonačnih redova, koji sadrže Ležanđrove poliuome 
i konstante Cn i dn koje se moraju odrediti iz graničnih uslova, a  predstavljaju 
dodatne napone od uticaja sterne šupljine.
3.4 G ran ičn i uslovi . O đređ ivan je  ko lis ta n ti
Nepoznate konstante i dn u jednačinama za određivanje napona (3.11) dobijaju 
se iz graničnih uslova zadatih po naponima ( 1.5).Pri razmatranju neopterećene sa 
unutrašnje strane sterne šupljine, tj. slobodne konture, granirmi uslovi se daju na 
sledeći način
от — 0 ; тТ(р — 0 j za r — R  (3.12)
Analizom izraza (3.11) može se zakijučiti da je
lim. a* =  lim t*v =  0 (3,13)
r —> 00 т —> 00
(r > >  R) (r > >  R)
Ukupni naponi, na osnovu (3.3),(3.11) i (3.13), oko sterne šupljine određuju se 
na sledeći način:
O t =  К +  <
i i^fi =  к +  <
E ip =  r *  + T prrp  * 1 np
° в — 0*Q
Е в =  0 ; т<рв =  0 (3.14)
Primarni naponi u sfernom koordinatnom sistemu su dati izrazima (3.3).
Ako dobijena rešenja (3.14) uvrstimo u izraze za granične uslove (3.12) isti do­
bijaju sledeći oblik
pr
Sistein jednacina (3.11) , uzimajuci u obzir granirne uslove (3.15) rešava se uz 
prethodno razvijanje funkcija о^  i u beskonačni red po Ležandrovim poli- 
nomima na osnovu relacija (2.44) i (2.46) , odnosno
аГ  =  £  AnPn{cosip)
7 7 = 0
‘тџ =  Y
7 7 = 0
dPn{ cos<p)
(3.16)
Time bi obe straae jednačine (3.11) bile u obliku beskonacnih. redova. Nepoznati 
koeficijenti razvoja , navedenih funkcija a ^  i тј^ , određuju se na osnovu izraza 
(2.45) i (2.47). Dobijeni koeficijenti se obeležavaju sa Д , i Bn . Određivanje 
nepoznatih konstanti se svodi na rešenje sistema jednačina
An — — —j-—\n(n2 +  Зтг — 2i/)cnR ^ n~1 — (n + 1)(гг +  2)dnR~n~3]
Bn = - 2 + 2 v ) c nR - n~1+ (n + 2)dnR - n~3} (3.17)
gde je R- poluprečnik sfeme šupljine
Sistem jednačina je potrebno posebno analizzati za n  =  0 obzirom da članovi 
uz konstantu Cq otpadaju. Prema tome za n  — 0 odreduje se samo konstanta 
d0.Određivanjem nepoznatih konstanti iz sistema (3.17) i na osnovu jednačina (3.11) 
i (3.14) odredeno je u potpunosti naponsko stanje oko sferne šupljine, neopterećene 
sa unutrašnje strane.
Razmatranje naponskog stanja oko sferne šupljine, delimično opterećene ro ta -  
cionim  op terećen jem (osa rotacije Oz) , je složeniji problem. Kao prvo pitanje 
postavlja se odredivanje funkcije koja predstavlja opterećenje. U monografiji [27] 
Jaeger & Cook rotaciono simetrično opterećenje (S1.7) dato je u obliku Furijeovog 
reda:
CO
p(<p) =  a0 +  ^  an cos rvp





On =  —  [1 +  ( - l ) n]sinn/? nn
(Л -  ß < <p < Л-hß) (~ß«P<ß)
SI.7. Rotaciono simetrično opterećenje
U ovom radu se predlaže predstavljanje funkcije rotacionog opterećenja (nezav- 
isno od Q) u obliku beskonačnog reda na sledeći naxin:
P(<P) = p f l  7n ■ f  sin iß -  <P) (3-20)ј=0[2ј +  1)јг 2p
gde je ß  zadat ugao (SI.7). Predložena funkcija opterećenja prikazana je grafički na 
(SI.8) i definisana je kao jednoparametarska, funkcija. Uvodenje funkcije opterećenja 
u navedenom obliku dato je uslovima rešenja diferencijalnih jednačina (1.7). Naime, 
rešenje jednaxine je moguće ukoliko je funkcija opterećenja na konturi (kao graničan
uslov) neprekidna, nema skokovitih menjanja vrednosti.
SI.8. Grafički prikaz funkcije opterećenja 
Granični uslovi na opterećenom delu sferne šupljine (г =  R) imaju oblik
К  =
т„ —трг (3.21)Гр ' Tip
Iz jednačine (3.21) uočava se da je do promene došlo samo u prvoj jednačini
l + u
J2[n(n2 + 3 n -  2i/)cnR n 1 -  (n+  l ) ( n +  2)dnR  n 3]Pn(cos<p)
n=0
— — a.pr - p EJE'o №  +  1)Ћ
4 . (2 ј+1)тг





)T)[n(n2 +  3n — 2u)cnR n 1 — (n +  l)(n  +  2)dnR n 3]Pn(cosip)




Prema tome, u beskonačni red po polinomima Ležandra razvija se funkcija a^+ p^p)  
i dobìja se izmenjen koeficijent ,
Druga jednačina ostaje nepromenjena
T* M  =
Nepoznate konstaiite određuju se na osnovu sistema jednačina (3.17) uzimajući ko- 
eficijente An i B n dobijene na osnovu (3.22) i (3.23) ,
Na osnovu ođređenih konstanti naponi se određuju na osnovu jednačina (3.11) 
i (3.14), Odredivanje naponskog stanja oko delimično opterećene sferne šupljine 
svodi se na rešavanje istih jednačina kao i kod neopterećene, uz neopbodnu izmenu 
desne strane prve jednačine sistema (3.17).
1 +  V n=i





dPn (cos ip) 
dp
( 2 r c + l ) ( n - 1)! [« p,dPn(cosp) .
J0 t%p--- 17.--- sm PdP2ix(n + 1)! dp (3.23)
Poglavlje 4
NAPONSKO STAN JE - 
CILINDRIČNI OTVOR
Određivanje naponskog stanja oko otvora oblika cilindra nalazi se u istraživanjima 
vise autora. Među prvirn istradi vanjima su radovi Kirša , gde se od redi van je napon- 
skog stanja vrši u dvodimenzionom prostoru .Dobijena rešenja se i danas primenjuju 
kod analize naponskog stanja pri izgradnji linijskih podzemnih objekata (tunela).
Savremeniji radovi resavanja problema , vezanih za ravnotežu beskonadnog cilin­
dra, vezani su za istraživanja A.Vangerina i V. Steklova [l] .U svojim radovima oni 
su razmatrali opšti oblik rešenja .
U radovima M.Sifa i V.Steklova, primenom metoda razdvajanja promenljivih, za- 
datak se svodi na rešavanje specijalne transcendentne jednačine koja sadrži funkciju 
Besela Ove jednadine je detaljnije analizirao V.K.Prokopov [55] rešavajući taj za- 
datak u izotropnoj sredini .
Ovde treba posebno naglasiti i postojanje velikog broja radova koji razmatraju 
i konadan cilindar ,
Klasičnim radovima koji se odnose na zadatke određivanja naponskog stanja u 
kružnom cilindru smatraju se radovi M.A.Sifa i G.M.Valova [74].
U radovima A.I.Lurje i V.K.Prokopov [32] rešenja osnosimetričnih zadataka , 
izmedu ostalog i kružnog cilindra, razmatrana su pri dejstvu proizvoljnog rotacionog 
opterećenja. Naponsko stanje se definisalo rešenjem transcendentnih jednadina do- 
bijenim Furijeovim metodom razdvajanja promenljivih.
Naponsko stanje oko cilindra kružnog preseka razmotreno je i u radovima 
M.Kregsa. Rešenja su dobijena pomoóu integrala Furijeove transformacije . U svom 
radu [25] M. Ivković je dao rešenje u obliku integrala , a P.Z.Lifšic [31] , A.I.Lurje i 
M.Barton [14] daju rešenje istog problema u obliku beskonačnih redova.
Pri odredivanju naponskog stanja pojedini autori polaze od naponskih funkcija, 
tako Sid u svojim radovima polazi od Erijeve funkcije napona , a Fener koristi 
jednostavniji oblik naponske funkcije po Feplu.
U nionograJSji [56] dato je istraživanje Tercagija i Rixarta koji naponsko stanje 
određuju za razjičite poprečne preseke cilindra . Među radovima iz ove oblasti 
potrebno je istaći i nionografije P.Jovanovića [26] i Yu.N.Podiljcuka [51] . Podiljčuk 
rešenje daje u obliku beskonačnih redova koji sadrže Ležandrove funkcije .
U literaturi se veoma cesto može naći istraživanje naporuskih stanja u oblasti ko ja 
je defmisana između dve koncentrične cilindrične površi kružnog preseka . Naponsko 
stanje se analizira za slučaj ro tac ionog  o p te rećen ja  na obe cilindrične površi . Na 
osnovu tih istraživanja određuje se i naponsko stanje око cilindričnog otvora [16] . 
Koordinate tenzora napona određuju se na osnovu sledećih relacija
от
<Jz
R 2 R 2 R 2
-POZJ -  M l  -  -3-) ; aV Po~2 Ы 1
-2z/pa ; Trz т.Zlfi Т,rifi О (4.1)
gde je :
R  - poluprečnik cilindričnog otvora 
Po -optereéenje na unutrašnjoj konturi otvora 
Pi -optereéenje na beskonačnosti
Za prikaz u okviru ove teze odabrano je određivanje naponskog stanja oko cilin- 
dričnog otvora, dato u radu [25] .
4.1 P rim a rn o  naponsko  s ta n je
Za analizu primarnog naponskog stanja polari se od usvojenog elastičnog modela
(SI.5) i defrnisanog tenzora napona (3.2) .
Transformacijom koordinatnog sistema u cilindriéni koordinatni sistem [57] , 
koordinate primarnog tenzora napona (3.2) dobijaju sledeéi oblik:
<  =  ^ H -
<  =  7 ( H - z )
r?v =  ^  =  7 5  =  0
gde je :
7 -zapreminska masa stene 
z/-koeficijent Puasona 
.ff-položaj tačke
(г, (/?, z )- koordinate cilindričnog koordiiiatnog sistema (SI.9) , koji je definisan relaci- 
jama:
Na većim dubinama (H z) raspodela napona može se razmatrati i prema 
hidrostatičkom modelu . U tom slučaju (S1.5) je =  7 H  . Transfor -
macijom koordinatnog sistema dobija se tenzor napona u sledećem obliku:
Hidrostatički model stenske mase posebno je pogodan za analizu horizontalnih 
beskonačnih cilindričnih otvora .
4.2 Iz raz i za n ap o n e  preko  n ap o n sk e  funkcije
X =  r cos <р , y  =  r sm џ> , z  = z (4.3)
S1.9, Cilindrični koordinatai sistem
(4.4)
poznatim transformacijama , imaju sledeći oblik:
<7„ = £[■*’• - 0 1  ; *  = P [(2  -  *)V>®






Izrazi (4.5) izvedeni su za ro taciono  s im etričan  sluča j o p te rećen ja  (nezav- 
isno od </?) , a u cilindričnom koordinatnom. sisternu. Operator V 2 definisan je u 
sledećem obliku
У 2Ф <92Ф 1<ЗФ <92Ф+ +dr2 r дг dz2 (4.6)
4.3 R ešen je  d ife ren c ija ln e  jed n ač in e
Polazi se od jednacine (1.7) , У 2У 2Ф — 0 , koja uzimajući u obzir (4.6) dobija 
oblik:
r&_ , 1д_ ^  сРф 1<9Ф а 2Ф
dr2 rdr d z2 dr2 ^  rdr ^  dz2  ^ ~  ^
Rešenje diferencijalne jednačine (4.7) pretpostavlja se u obliku:
(4,7)
Ф =  ^  /  (hr) sin kz
k = о
Unošenjem izraza (4.8) u jednačinu (4.7) dobija se
, <P d 2 d2f df 0
{^  + ы ; - к]1! г > + Ы г ~ к }  1 = 0
gde je diferencijaini operator oblika




Primenom operatora (4.10) na funkciju f (k r )  dobija se obična Везе1ола diferen- 




+  ~  -  k2f  =  0 rdr
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Opšte rešenje diferencijalne jednačine (4.11) je
f (k r )  = A 1J o (k r )+ B 1K 0(kr) (4.12)
gde su Jo(kr) i K 0(kr) Beselove funkcije nultog reda.
Koristeći rekurentne formule i veze između Beselovih funkcija i ujihovog prvog 
izvoda [25] , mogu se formirati izrazi za napone (4.5) . U izrazima za napone 
pojavljuju se Beselove funkcije nultog i prvog reda . Njihovim ispitivanjem za r —> oo 
uočava se da iste ne mogu zadovoljiti postavljene granične uslove , jer je
lim Jn(kr) =  oo ; lim K n(kr) = 0 (4.13)
Uzimajući u obzir (4.13) , dolsizi se do zaključka da se od rešenja jednačina (4.12) 
može koristiti samo partikularni integral B iK 0(kr) .
Drugi partikularni integral se pretpostavlja u obliku В 2г К 1(кт) i primenom op- 
eratora (4,10) dobija se
V 2' [B2r K i (kr)] = - 2  B 2k K 0(kr)
V 2' V 2' (B2rK j)  =  0 (4.14)
Primenom operatora (4.10) na dobijeno rešenje dobija se nula što znači da je 
B 2r K 1(kr) partikulazno rešenje diferencijalne jednačine (4.9) .
Prema tome , rešenje se moke pisati u obliku
f ( k r ) =  B 1K 0(kr) + B 2r K 1(kr) (4.15)
Iz (4.15) , a uzimajuéi u obzir (4.8) dobija se rešenje jednačine (4.7) u obliku:
ф (r,z) = ~^2\BxK Q{kr) + B 2rJ{1(kr ) \sm kz  
k=0
4 .4  G ran ičn i uslovi . O dred ivan je  k o n s ta n ti
Na osnovu dobijenih rešenja (4.16) i jednačine (4.5) dobijaju se izrazi za dodatne 





Y  k2 coskz(K 0(kr)[B2(l -  2u) -  к В г] -  K 1{kr)Ukr)B2 + —  ]) 
*=o r
CO r>
Ј > 2созАг(Б2(1 -  2v)K0(kr) +  — ^(Jk r)) 
fc=o r
OO
У  к2 coskziKoikr^kB^  -  2(2 -  i/)B2] +  В 2ктК1{кг))
сю
£  k2s m k z { - B 2k rK 0{kr) -  [ а д  -  2(1 -  z/)ß2] ^ 1(fcr)) (4.17)
Nepoznate konstante u jednačinama (4.17) dobijaju se iz graničnih uslova po 
naponima (1.5) .
Ako je površ cilinđričnog otvora neopterećena sa unutrašnje strane vaie sledeći 
granični uslovi:
аГ =  0 i Trz =  0 
Ako и izrazi т а. (4.17) г —» оо tada  je
{za г =  R) (4.18)
lim al =  lim т* = 0 (4.19)
T  —> о о  1 г  —»сю 4 y
pa se ukupni naponi dobijaju (slično kao i kod istraživanja sfere) na sledeći način:
о т =  ° r +  <
O P =  a v +  a pr1 p
° z = +  < 7 f




Ako dobijena rešenja (4.20) uvrstimo u izraze za granične uslove (4.18) , za 
г = R , isti dobijaju sledeći oblik
- а Г
= _  ТРГ 'r z (4.21)
Iz uslova (4.2) , (4.4) i (4.21) dobija se da je t*z — 0 , a samim tim i veza izm.edu 
konstanti B\ i ß 2 ■
p  p  , 2 ( 1 - 0  _ K a ( b r  )
odnosno
rTZ =  - т ^  =  0 -»• Bi =  B i [£2] (4.22)
Ako relacije (4.21) i (4.22) uvrstimo u jednačinu za odredivanje napona a* (4.17)
OÛ
o*(R, z) = Y  k2 coskz(K 0(kR)\B2(l -  2v) -  k B i\B 2]] -
k - о
- К 1( к Щ ( Щ В 2 +  A V A ] )  =  =  —7 (Я -  z). (ili -  7 Я ) (4.23)
odnosno
О  =  - o f  =  - 7 (Я  -  z), (ili =  7 Я ) -Z В2[7 Я, Я] ili В2[7 (Я  -  z), Я] (4.24) 
dobija se konstanta B 2 ■
Na osuovu odredenik konstanti odredujemo naponsko stanje na osnovu jednaéina 
(4,17) i (4.20) .
Naponsko stanje oko ciiindričnog otvora , opterećenog ro tac io n o  sim etricn im  
o p terecen jem  sa unutrasnje strame kao delim ičnim  ro tac iono  s im etricn im  
op terecen jem  , razmatrano je u radovima vise autora . I ovde se postavlja pitanje 
defînisanja funkcije koja predstavlja rotaciono simetriéno optereéenje.
U radu [25] optereéenje je prikazano Furijeovim integralom (za proizvoljno rota­













Za slučaj delimičnog konstantnog opterećenja p aa delu — |  < г < +  |  (SI. 10) 
optereéenje je dato u obliku Furije-ovog integrala
РФ  = Jk Г  cosl J da'JJ pcosl J dz (426)
Sl.lO.DelimiČno rotaciono optereéenje
U ovom raxlu se razimatra predstavljanje funkcije de lim ičnog  ro tac ionog  
o p te rećen ja  preko beskonačnog reda
p O) =  Æ
. (271 +  1)71-, 4
s in ------------ (a — z) ; 0 < z < a (4.27)
Grafički prikaz funkcije (4.27) SI.1 1 . analogan je sa prikazanim na SI.8.
Sl.ll.Grafički prikaz opterećenja
Nepoznate konstante i B 2 određuju se na osnovu zadatih graničnih uslova. 
Iz uslova a* (r =  R) = p ( j|) siedi
o-T(r = R) = B 2 ± (4.28)
ûi=0 Ql
odnosno
^ / o ° ° i ^ c o s
Bo =
Џ  COS a l Й(а 1 K?(aîj -  ^ l ( û l)[ - v )  + Ql])
Konstanta B j se određuje na osnovu relacije (4.22) .
Za slučaj na,vedenog alternativnog rotacionog opterećenja na konacnoj dužini 
”a” (SI. 10) konstanta B 2 se određuje iz graničnog uslova na konturi
o*T = - o ?  ~  p(z) (4.30)
Unoseéi relacije (4.22) i (4.30) u jednačine (4.17) dobija se konstanta B 2 u obliku:
(4.29)
Bo.= < + P  ^ 0 (2n+l)7T
a - z )
E t L o ^ œ s k z ( k R $ $  -  -  ") +kR})
(4.31)
Na osnovu dobijenih konstanti В г i B 2 iz jednačina (4.17) i (4.20) određuju 
se naponi .
4.5 K o o rd in a te  te n z o ra  n ap o n a
U radu [25] dati su izrazi za napone za potpuno optereéen cilindar rotacionirn 
optereéenjem i za delimično optereéen cilindar istim opterećenjem . Za istraživanje 
u okviru ove teze , a imajući u vidu složenost dobijenih izraza za napone , prikazaće 
se naponi za delimično optereéen cilindar rotaciono simetričnim optereéenjem.
Izrazâ za napone na osnovu rasmatranog rešenja u ovom radu (4.27),(4.30) imaju 
sledeći oblik :
a* =  J ^ k 2coskz(K 0(kr)[B2(l -  2u) -  k B 2(2 ( 1 - 0
k=0
/ о ( М )
ж т )]
TS n  \U1 \ o  , B 2 2 ( 1 - u) K 0(kR) - К , ( к г ) Џ г ) В 2 +  —  -  К щ ) |
а; =  g t aco siz (B 2(l -  2и)К0(кг) +
О  =  £  O cosb (Ä -„(b )|* :B 2( ^ b - d  _  Д ^ ° Ш )  -  2(1 -  К)В2] +
Ь=0 A i {KK)
+ krB 2K 1(kr))
т'„ = Y ^k 2sm kz(~(kr)B2K0(kr)-  -  д 5 ° [ ь в Ь  -
fc= 0
—2(1 -  ^ )Ä ]ü ra(Ä:r))
к # : (£Я)
(4.32)
Na osnovu dobijenih rešenja (4.32) i relacija (4.20) dobijaju se koordinate tenzora 
napona.
Poglavlje 5
N APONSKO STAN JE  - 
E LIPTIČ N A  ŠU PLJIN A
Posmatramo beskonačnu sredinu oslabljenu šupljinom oblika izduženog obrtnog elip- 
soida, U istraživanju se polazi od pretpostavke da je ta  sredina izotropna i ho- 
mogena. Sa teorijskog aspekta rešenje ovog problema može se razmatrati u različitim 
materijalima sa navedenim svojstvima i sa definisanim primamim naponskim stan- 
jem sredine. Rešenja se mogu koristiti u rešavanju različitih tehničkih zadataka, U 
ovom istraživanju akcenat je dat na stenski masiv sa definisanim primarnim napon­
skim stanjem.
Dosadašnja istraživanja, a  što je pokazano i u prethodnim poglavljima, u pot- 
punosti su definiscila naponska stanja око sferne šupljine i cilindričnog otvora. Nave- 
dena naponska stanja ustvari predstavljaju specijalne slučajeve naponskog stanja 
oko šupljine oblika obrtnog elipsoida. Naime, kada je jedna osa elipsoida znat.no 
izduženija od ostale dve elipsoid se približava beskonačnom ciiindru, a kada se polu- 
ose približavaju po veličini (2.28) elipsoid se približava obliku sfere.
Određivanje napona, oko delimično sa unutrašnje strane opterećene šupljine, 
ima poseban kako teorijski tako i praktičan značaj. Ovo se posebno odnosi na 
određivanje sekundamog naponskog stanja pri sekvencijalnom građenju podzemnih 
građevina. Znanajno je istaći da je u ovom radu usvojen oblik opterecenja koji može 
predstavljati model za delovanje podgradne konstrukcije, Sekundarno naponsko 
stanje, oko šupljine u eliptičnom koordinatnom sistema, odreduje se kao promena 
posto jeceg primär nog naponskog stanja tj. u istom koordinatnom sistema.
5.1 P rim a rn o  naponsko  s tan je .
prikazivanja naponskog stanja u sistemu koordinaia izduženog obrtnog elipsoida, 
potrebno je prvo izvršiti transformaciju koordinatnog sistema.
Polazi se od matrične jednačine transformacije
N  = A T N  A (5.1)
gde su matrice N ,  A i N definisane
N  =
T*  ГГулр ‘ив
pr pr T pr
(pu  u  lP Ipd
‘пи ‘èip о в
N
O f T1* Tw*  Т у  1 X Z
O ^  T 7*' У* y 'y z  
T Pr T pr „pr 
' zx  1 zy u z
A
cos(x,u) cos(x ,p )  COs(x,0) 
cos(y,u) c.os(y,p) cos(y,9) 
cos(z,u) COS(z ,p )  COS(z,e)
(5.2)
Iz relacija (5.1) i (5.2), a uzimajuéi u obzir (3.2) dobija se:
o f  =  o f  c°s2{x, и) + o f  cos2 (y,u) + o f  cos2 (z, u) ;
o f  = o f  cos2 (x, p) +  cos2 (y,p) + o f  cos2 (z,p);
o f  =  cos2(:r, в) +  o f  cos2(y, 0) +  o f  cos2(z, 0);
=  а Г  cos(a:, u) cos(x, p) +  o f  cos (y, и) cos (у, ^) +  a f  cos(z, u) cos(z, ф) ;
Тид — ° f  COs ( x : и) cos(x, в) + o f  cos (у, и) cos (у, 0) +  o f  cos(z, u) cos(z, 0);
T(^ 0 — cos(:r,0) +  o f  cos(y, p) cos(y, 0) +  a f  cos(z, </?) cos(z, 0) (5.3)
Za elastični model stenske mase se usvaja:
o f  =  7 (iJ — cchucosp)\ o f  = o f  — ———^ (H  — cchucosp)
y 1 — и
Transformacijom (5.3) dobija se :
or , TT , \ t  V ch2u sin2 p  sh2u cos2 iû .o f  = y(H -  cch u cose?)(---------------------------1--------------- —  )
1 — г/ ch2u — cos2 p  ch2u — cos2 p
/ ту , ч, г/ s/i2u cos2 p  ch2u sin2 4<rg — АШ — cchucosp)(------ -----------------— I---------------— )




7  (H — c chu cos </?) г/
1 - г /
=  7  ( i ï  — с с/ш cos ip) (2 г/ — 1 с /г u  s /г и cos р  sin р
1 — 1/  ch2u — cos2 р )




U analizi je moguée za relacije (5.4) usvojiti o f  =  7 if ;  o f  — <7^  =  p z f lH  i 
dobiti izraze za napone (5.5) u jednostavnijem obliku.
Za hiđrostatički model stenske mase se usvaja:
' f  = 7 H
Ako se (5.6) u visti u (5.3) dobija se:
=  <
сгрг =U ip тРГ I H  ; T:
pr _
и в ?% = 0
(5.6)
(5.7)
5.2 Izraz i za n ap o n e  preko  n ap o n sk e  funkcije
Naponsko stanje oko šupljine oblika obrtnog izduženog elipsoida određuje se na os- 
novu rešenja jednačine (1.7) i defmisanja oblika naponske funkcije Ф [Ф =  Ф0(и,<р) +  
c chu cos рФз(и,р)] (1.6) [Poglavlje 1]. Naponi izraženi preko naponske funkcije 
Ф, za ro tac iono  sim etričan  slučaj optereéenja, u sistemu koordinata izduženog 





1 <92Ф с2 ,<9Ф .
T ^ ^ h i {d ^ sm,fcos,p
<9Ф , . 2a бФз ,——chushu) +  —  ——cshu  cos p  + g4> 
du h2 dip
T =‘ u<p
1 5 2ф ( ? , № , ,  0Ф . . 2a бф3
W  ” h ^ ShUChU ~ ^
1 .dü/cosc? <9Ф c/5u. —
— 75 ("5 : b or— г ) +  9 ^h d p  s mp  cm s nu
1 <92Ф с2 . <ЭФ <9Ф
+ Г ( э Г с,,г“ Л м + a ï  sin^ cos^  +
c с/ш sin p  +  дФ
a  <ЭФ3 . <ЭФз ч(— -— с chu sm p  +  —— с s пи севр) 
du dph2
^  =  0 (5.8)
Ф = 2 .бФз 
h ^  du Ct
h2 = c2{ch2u —





Izvođenje izraza (5.8) i (5.9) za slučaj rotaciono simetričnog opterećenja (osa rotacije 
Oz) dato je u PRELO G U  BR..I. Navedeni izrazi za napone prvi put su u ovom 
obliku izvedeni i nadalje se koriste u ovom radu.
5.3 D iferencija lne  jed n ač in e  u  e lip tičn o m  sistem u  
k o o rd in a ta
Oblik diferencijalne jednačine (1.7) koju moraju zadovoljavati biharmonijske naponske 
funkcije Nojber-Papkoviča (1.6), zavisi od oblika Laplasovog operatora, u sistemu 
koordinata u odnosu na koji izražavaino naponske funkcije. U nsvojenom sistemu 
koordinata izduženog obrtnog elipsoida Laplasov diferencijalni operator se javlja u 
obliku:
5  +
dV 2 =  ( „ ____________
ch2u — cos2 p  dchu 4 'd c h u J ch2u — cos2 p  d cos p
, 2 , d _________ 1_________
^  d cos p  (ch2u — 1) (1 — cos2 f )  дв2 (5.10)
Uzimajući da je u slučaju ro tac iono  sim etričnog  optereéenja, opterećenje 
nezavisno od в, dobija se sledeći oblik operatora :
ch2и — cos2 p  d c h u ^ ^  U ^ d c h v ) ^
1 3 [(1 -  cos2 р ) ~ : Лch2u — cos2 f  d cos f  
Ako se (5.11) uvrsti u (1.7) dobija se : 
1
d c o s f
ch2u — cos2 f  dchu
d u 2 V d[(1 - COS (p)
d . 2 . д . 1
u ~ 1)iE n:}  +dchuJ ch2u — cos2 p
1 d
d cos p d cos p  1 ch2u — cos2 p  dchu 
d ... .  . (9Ф
ch2u — cos2 p d cos p [(1 COS' V)d cos p j] =  0
(5.11)
(5.12)
Relacija (5.12) predstavlja oblik diferencijalne jednačine V2V 2\!> =  0 u eliptičnom 
sistemu koordinata.
5.4 R ešen je  d ife ren c ija ln e  jed n ač in e
Posma.tra se diferencijalna jednačina (1.7) u obliku (5.12). Jednačina se može trans- 
formisati u dve jednačine:
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V 2Ф =  Л (5.14)
Rešenje jednačine (5.13) metodom razdvajanja promenljivih traži se u obliku :
A = F  (chu) Ф (cos (р) (5.15)
Primenom poznatih matematičkih transformacija uz razdvajanje promenljivih. dobi- 
jaju se sledeće jednačine po nezavisno promenljivim i "if”:
[(1 -  ch2u)F '(chu)\  +  [n(n +  1) -  -— ]F(chu) = 0
1 — chru 
2
[(1 -  cos2(y9)'p/(cos<p)]/ +  [n(n +  1) -  -— - —]$(cos<p) =  0 (5.16)
JL COS
Opšta rešenja jednačina (5.16) su poznata u obliku:
Fnm(chu) = AnmP™(chu) +  BnmQ™(chu)
$nm(cosy>) =  CnmP™ (cosy?) +  DnmQ™(cos<p) (5.17)
Ako se (5.17) uvrsti u (5.15) dobija se rešenje:
OO 77
A [AnmPn(chu) +  BnmQ™ (chu)][CnmP™ (cosip) +  DnmQ™ (cos f)]  (5.18)
n =  0 m = 0
gde su:
P™ (cos <p), Q™ (chu) Ležandrovi polinomi i funkcije definisane (2.34) i (2.36) 
a za m = 0
P„ (cos <p),Qn(chu) Ležandrovi polinomi i funkcije definisane (2.33) i (2.35)
Da bi rešenje (5.18) bilo neprekidno mora biti Dnm = 0  pa se dobija sledeći oblik 
rešenja:
OO 77
-4 =  £  £  [A ^ P ^ ic h u )  +  B^(5.19)
7î = 0 m =  0
Iz graničnog uslova :
lim P™(chu)= oo; lim Q™(chu) = 0 (5.20)
chu—^ oo chu—>oo 4 '  v '
dolazi se do zaključka da je vrednost koeficijenta A„m = 0  pa se rešenje jednačine 
(5.13) dobija u obliku
OO 77
A = E E I C™B™F?(C0S
n = 0 m = 0
Zamenom a^  =  C ^ B ^ ,  dobija se rešenje jednačine (5.13) u konačnom. obliku
со n
А  =  £  £  KnP™ (cos <p)Q™(chu)] (6.22)
П=0 771=0
Ако se dobijeno rešenje (5.22) uvrsti u jednačinu (5.14):
СЮ 77
V!»  =  E E  k mP„m(cos,rfQ™(dm)] (5.23)
n=0 m= 0
čije rešenje se traži u obliku:
Ф =  +  (5.24)
i na osnovu (5.24) se formiraju dve diferencijalne jednačine
-opšte rešenje
У 2ФЛ =  0 (5.25)
-partikularno rešenje
У 2Фр =  А (5.26)
Pri tome se homogena jednačina (5.25) rešava analogno као jednačina (5.13) i dobija 
se rešenje u obliku:
CO n
^  =  E E  ib „ m P„m ( c o s p ) Q ™ ( d u ) ]  (5 .2 7 )
tî=0 m=0
a partikulamo rešenje se traži u obliku:
oo n
^ P = Y , Y 1  [enmP™ (cos <p)Q™ {chu)] (5.28)
n=0 m=0
Primenom diferencijalnog operatora (5.11) па Фр u izrazu (5.28) i izjednacavanjem. 
leve strane jednačine (5.26) i desne strane jednačine (5.22) dobija se veza između 
koeficijenata i e ^ .  Konačno rešenje jednačine (1.7) dobija se u obliku:
oo n  oo n




Ф =  I ]  I ]  lfnmPn(COSp)Qn(chu)]
п=0тп=0
gde je:
fm n  £ n u i)
a P™ i Q™ su prikazaai u izrazima (2.34) i (2.36)
Nepoznati koeficijenti f nm određuju se iz graničnih uslova zadatih po naponima
(1.5) i izraženih preko naponskih. funkcija (5.8).
Rešenje jednačiue (1.7) za sluöaj (m = 0 ) dobija se iz (5.30) u obliku:
OO
ф =  Y l f ^ P^(cosP)Q^(chu)} (5.31)
n= 0
5.5 K o o rd in a te  te n z o ra  n ap o n a
Polazi se od definisaae naponske fuukcije za slučaj ro tac io n o g  s im etričnog  
o p te rećen ja  (1.6) u obliku :
ф =  ф0 +  гф3 (5.32)
odnosno
Ф =  Ф0(гг, (p) + сс/ш cos <£>Ф3(и, ip) (5.33)
i rešenja diferencijalne jednačine (5.30) odnosno (5.31). Odredlvanje napona vrši se 
najpre iz opšteg rešenja diferencijalnih jednačina, a za slučaj rotaciono simetričnog 
opterećenja. Ako se u jednačini (5.32) naponske funkcije  predstave u vidu 
beskonačnih dvostrukih redova , a uzimajući u obzir гебепје (5.30) dobija se:
co n  oo n* = E E = E E A„mp?(cos<p)Q™{chv.) +
n = 0 m= 0  72— 0  771 — 0
OO П
Pcchucosip Y  Y  CnrnPn+l(cos(P)Qn-+l{chu) (5.34)
n = —l m = 0
gde su Фo(u,(p) i Фз(u,tp) harmonijske funkcije date u obliku redova
OO n
фо(щ <р) =  Y  ЛпгпР™(cos <p)Q™(chu)
72— 0  772— 0  
OO 72
фз(u, ip) = Y  E  (5-35)
n=—l m=0
Uvodeći oznake :
Р™(соэ<р>) =  P,™ i Q™(chu) =  Q™ za p rid ru žen e  L ežandrove funkcije i 
P ^(co s (p )  =  Pj™) i Qj™\chu) =  za m -te  izvode ob ičn ih  L ežandrovih  
funkcija umnogome se skraćuju dobijeni izrazi. Uvođenjem relacije (5.34) u izraze
za određivanje napona (5.8) i korišćenjem. navedenih. oznaka dobijaju se izrazi za 
napone.Izvođenje izraza za iiapone dato je u P R IL O G U  B R  II.
Koristeći rekurentne formule (2.39) i (2-41) naponi se dobijaju u sledećem. obliku:
oo n




U^n = (m( 1 -  m ch2u) +  (n+  m +  l)[(2m +  1 )ch2u -  2(m +  1) -
nzsnzu
— (n +  m +  2)s/i2u] — (n +  l)s /i2u) 
сЛи. , w 1 c2
П7П “  -)гг(п - т + 1 ) ( ^  +  ^ )
c2
kTL  =  - ^ ( n - m + l ) c o s < ^
UL  = —^ ( n  + m  + l )c °s  ф ћ 2ч ( ^  + ^ )  + а\ 
c c2
UL  = j ^ ( n  + m + l)c h u [— cc62< p + 2 -a \
C 1
Č7® =  — с/ш cos <£>[—2n — 3 — m (m ch2u — 1)——— b
hz sh2u
1 cb?XL
+ ( n - m + l ) [ 2 ( m  +  l ) ^ - ( 2 m + l ) — -  (n -  m)] +  2a(n +  1)] 
c3
+  — cos(p(shu sin2 tp +  chu[sh2u — {n +  l)(cos2c/? — ch2u)]) (5.37)
?-H
CO n
»; =EE + v+A^C+Æ + t>LA»C <3?.
7ï=—1 m=0
+ < » < W nmQ £ 1 +  +  < ? L ^ ^ m+Æ +1] (5.38)
gde je:
+ÎL =  -ry 1 о -  (—m2 cos2 y> +  m +  (n +  m +  l)[(n  -  m +  1) sin2 </? -  lj л sm (/p J
+  (n +  1) sin2 y?)
2 ( n — 771+1) f 1 c2
*=■ cos^ Z ? Z  + n i77771
Pnm
гer





















772 — 772' ' COS2 (f +  (72 — 772 +  1 )
X  (n +  772 +  2) — (n — m  +  1) (72 +  772 +  l )  COS2 </?]) (5.39)
= E E + , +
n— — lm=0





e i_  =
G L ,Ttm
e l_  =




, ,4 COS (27
h2 sm2 p
1 , . с /ш- ^ ( п - ш + 1 )  —
T ^ ( n  +  772 +  l ) c / m ( C° S2 ^  +  2  -  a )  
/г2 sm 2 (p 7
^ ( 7 2  +  772 + l ) c O S ^ ( ^  +  a - 2 )
c , . _ .cos2ip ch2u .





E E + +
> — —1 m —Пn = 1 = 0  
4^+T„<m.4m)P™1Q -+1 +  r4 ,C „ mP™Q™ +  T„»„C„mC < 3 "+, +  
+ 7 L 7 - C  .« ?  + r l C ^ C + i Q ”« ]  (5.42)
( n  +  1 )  (72  +  2 )  с / ш  COS (/7 
/г2 sin </?s/m
(тг — 772 +  1 )  COS (p An +  1 )
rrtQ __
mn (n — m + l ) 2 —h? ; sin ipshu
c 9cos (pchu
4  =  ~ =  n +  m + l  2— -T - —  h2 sin <pshu
COS ip I chP’u
chPushu]Tnm =  7^ ( n + m + l ) - r - -\shu{l - û )  +  ( n + l )h sirup shu h2
Tlrn = ^ ( n +  m +  1) —  [(a -  l)sin<p +  (n +  1 ) ^ 7 7  -  ^  cos2</?sin<p]
sin<p h2
C ch2U 2
i  =  ^(sA usiny? +  g ^ [ ( n  +  1)(1 -  a)sin<p] +  ~ “ [(n +  1)(Q -  l)shu]
ch2u cos2 iD
' shu  sin <p Im2 + (n +  m + m + !)]) +  j ^ (c h 2ushu\(n  + l)
cos-2ip 2 • Г 7 /X—:-------------Sino? +  COS V? S in < £  S/m +  in +  1 ) — ;—  )smt/3 1 4  shu (5.43)
Ako se u relaciji (5.32) naponske funkcije predstave ( za m  — 0) u obliku (5.31) 
dobija se :
Ф =  ^2  AnPnQn +  cchu  cos <p У~! CnPn+iQn+i
n = 0  n= - 1
gde su harmonijske funkcije date relacijama
oo oo
Фо =  X2 ^ PnQn i Ф*3 — Xv C-nPn+iQn+l,
(5.44)
7 7 = 0
(5.45)
7 7 = - 1
Ako se u izraze za ođređivanje napona preko naponskih funkcija (5.8) uvrsti relacija 
(5.44) dobijaju se naponi za slučaj (m =  0). Detaljno izvođenje izraza za napone 
dato je u P R IL O G U  B R  II.Koristeći rekurentne formule (2.38) i (2.40) dobijaju 
se naponi u obliku:
a u —  W n -A -n P n Q n  +  U n A n P rjQn +1 +  U 2A n P n + 1Q n  +
-i
UnCnPn+iQn +  UnCnPnQn+\ +  U^CnPn+iQn+i] (5.46)
7 7 = —1
gde je:
«  = - ^ l 1 + <"+2>sA’“l
chu 1
КUn
— i ( n + l ) c ° s ^ A M ^  +  ^ )  +  
2
~ ( n  + l)chu[j^ cos2 If + 2 -  q]
a
m  = n +  2 a]) +
c 2 сЛ2и
- с Л и с о з р ( - 2 п  -  3 +  ( n +  1)[Ä  -  S Ä
3
+  — cos </?(s/iu sin.2 <^+ c/im[s /î2u — (n +  1) (cos2 <p — c/i2«)]) (5.47)
h4
а* = 22 IvhAnPnQn +  KnP-nPn+ïQn +  (Pn^nPnQn+l +
П—— 1








iî± jI |(n  + 2)smV-l]
C O S ( ^ [ — 4 —  +  â  h2 sm </5 nd
c2







c c2— (n +  1) cos p ( — ch2u +  a  -  2) 
nz №
c  1— chu cos </?((n +  1) (1 — 2 a) +  [(тг +  1) (гг +  2)
- (n +  l ) 2COS2(/?]) (5.49)
o*Q— 22 [QhAnPnQn + ® lA nPn+iQ„ +  ©2 A jP„Q„+i +
Tl —  — 1
+ ^ BPnQB+i +  e ^ a P n + iQ n  +  e® cnp n+1g n+i] (5.50)
gde je :
e i  =
e :  =
( n  +  1 )  cos2 p  c / i 2u  
Л2 sin2 </? ^  s/i2t r  
( n  +  1 )  cos p 
h2 sin2 <p
gde je:
= (n +  1) chun h2 sh2u
IICD (n +  l)c . ,cos2 p  n ,+  2 - Q/г2 1 sin2 p
( n + l ) c  r chPu
v  cos+ ^ u - 2 +  a )
0  =  n
Ön =
c , ,cos2p
— — (n +  1 c/m coso — 5----
n2 sin p (5.51)
E КАЛО» +  T*A„P„Q„+1 +  r„3A .p„+1Q„ +  T<A,P„+1Q„+1 +









(n +  1) (n +  2) chu cos p  
h2 sin (pshu
(n +  1) cosip A n  A-1) c°
■('? 2  j V + — s i n v ? )h2 shu sin p  h2
(n +  1) chu An +  1) c2 , .
V 1 - ----  2  +  TTshu)a2 s in ^  shu h2
(n + 1): 1
J~r6
T 7'П
h2 shu sin p
(n +  l ) 2 chu cos p  
h2 shu simp
— ( n +  1)—  (1 — a)s/m  +h2 sin p
ch2u c2
+ (n  +  1)—------— ch2ushu]
shu h2 J
è ( , ! + 1 ) Â 1(Q~ 1)sin^ +
v COS2 p c 2 2 - 1
cos p  sin p\
_
+ ( r a + l )  —
sm p  h2
c ch2u
(shu sin p  +  — j —  [(n +  l ) ( l  -  a) sin p\ +h2
cos2 p
• sinw ^n + 1 )(a _  X)SH  h ■sm p  shu sm p
, c3 2 cos2 p
~^Tâ(c‘1 ushu[(n+  1)—--------- sin<p +Л sm<£>
+  cos2p sinplshu  +  (n +  1)C^  Ц|)
shu
ch2ucos2p ,  ,
( » + i  )2) +
(5.53)
^  =  0 ; tJ,  =  0 (5.54)
Na osnovu dobijenik izraza (5.36)-(5.54) odredeni su dodatni uaponi izazvani utica- 
jem eliptične šupljine. Udaljavajući se od konture uticaj šupljine se gubi pa je:
lini a* lim a*42—00 r lim =  Hm г* = 042— 0 0 (5.55)
na neopterećenoj konturi izduženog obrtnog elipsoida
X2 + y2 z 2 ?
------------------- — 1----------—  =  c
shu chu
c = const 0 < ( / ? < 7 t ; 0 < ö <27t; 0 < z < c chuo
Tada se ulcupni naponi dobijaju na sledeći način:
au = o*u + o ^
= сг^+оЏ'
— oe +  Oq 
T — T* -4-1 Uip ' Xlip * Utp
7~ud — — 0
(5.56)
(5.57)
Relacije (5.57) odreduju naponsko s ta n je  oko šup ljine  oblika o b rtn o g  e lip ­
soida. Nepoznate konstante odreduju se na osnovu graničnih uslova.
5.6 G ran ičn i uslovi. O d red jiv an je  k o n s ta n ti
Granicni uslovi na površi (konturi) obrtnog elipsoida u ovom radu se zadaju po 
naponima (1.5). Pri razmatranju slobodne konture tj. neoptereéene konture, grandini 
uslovi se zadaju u obliku:
a 0°) _  о ; r^o) =  0 za u =  u 0
Iz izraza za napone (5.57) i graničnih uslova (5.58) siedi :
(5.59)
Određivanje g ran ičn ih  uslova za delimitino opterećenu konturu ro tac iono  
sim etričn im  o p terećen jem  je složeniji problem. Osnovni zadatak je određivanje 
funkcije koja predstavlja unutrašnje optereéenje. Izbor navedene funkcije vezan je 
sa uslovima rešenja diferencijaJne jednačine (1.7), tj. neprekidnosti opterecenja na 
konturi (bez skokovitih promena opterecenja). U ovom radu se razmatraju dva 
slučaja rotaciono simetricnog opterecenja konture eliptične šupljine (SI.12 i SI.13).
= -<7pr : гU J "Uip —  _ T p r'  U ip za u u 0
(5.58)
Funkcija koja predstavlja prvi slučaj opterećenja (SI. 12) definisana je aa sledeći 
način:
Pi(p) = ÆJE'o (2j +  1)тг 7 Г -  2ßa n  — ß) ; ß  < (p < n — ß  (5.60)
SI. 12. Opterećenje na konturi pi(<p)
Za drugi slučaj opterećenja (S 1.13) funkcija se da je u obliku :
i ___  . (2j +  1);
Й  (2i  +  !) ît Sin 2/3
Р2Ы  =  Æ  /Oo. ^  ^  sin —  + ß ) ; - ß < < p < ß (5.61)
SI. 13. Opterećenje na konturi )
Grafički prikaz funkcije analogan je sa prikazanim grafikom na SI.8.
Granični uslovi na opterećenom delu imaju sledeći oblik 
[(5.36) ; m ф 0] ; [(5.46) ; m  =  0] :
ou — —p(<p) ; ruip =  0 z a u  =  uo (5.62)
Uzimajući u obzir relacije (5.57) i (5.62) dobija se
°и = - ° ч  -  v iv )  ; ruv =  ~ TZ  za u  =  u o (5 6^3)
Ako se granični uslovi (5.59) i (5.63) za neopterećenu odnosno delimitino opterećenu 
konturu uvrste u jednačine za određivanje napona (5.36) i (5.42) ili (5.46) i (5.52) 
dobijaju se dm  uslovna sistema jednačina za odredîvanje nepoznatih konstanti Anm 
i Cnm (odnosno za m  =  0: A n i Cn).
Nepoznate konstante u jednačinama za određivanje napona oko šupljine oblika 
sfere,cilindra i oblika izduženog elipsoida dobijaju se iz graničnih. uslova na konturi 
šupljine. U nastavku se prvi put integralno prikazuju relacije za određivanje nave- 
denih konstanti iz graničnih. uslova za sfernu, cilindričnu i šupljinu oblika izduženog 
elipsoida.
S istem  jed n ač in a  za od ređ iv an je  kon stan ti c„ i dn (3 .17), pri o d red iv an ju  
napona  oko sferne šup ljine , dat je u obliku:
An =  —  ^^  [n(n2 +  3n — 2v)crtR~n~1 — (n +  l)(n  +  2)dnR~n~3]
Bu — — — \{vA —  2 +  2is)cnR~n 1 +  (tl +  2 )dnR  73 3 ] (5.64)
gde je R- poluprečnik sferne šupljine
Kod istraživanja naponskog stanja oko cilindričnog otvora konstante 
se određuju direktno na osnovu relacija (4.22) i (4.29) odnosno (4.31) koje 
su date u obliku:
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кz = ^ z
Sistemi jednačina za opšti slučaj rotaciono simetričnog opterećenja 
šupljine izduženog elipsoida imaju sledeći oblik:
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Koeficijenti uz nepoznate konstante se zbog složenosti i obimnosti ne prikazuju. 
Način dobijanja koeficijenata kao i formiranje sistema (5.66) daje se u P R IL O G U  
BR. ГУ.
Za slučaj m  =  0 dobijaju se sledeci sistemi :
03
5 3  ( A 4 a n - 2 - P " - 2  +  a n P n  +  < 4 + 2 - ^ + 2]  +
7 7 = — 1
Cn[b^_4Pn-4 +  b^_2Pn-2 +  Ъ*Рп +  &n+2-^ n+2 +  ^п+лРп+А) ~
CO
5 3 ( ^ n [? n -4 -P n -4  +  Qn-2^n-2 +  n +  9n+2^rH -2  +  Qn+4^n + 4] )  (5 .6 8 )
7 7 = 0
CO
53 {Ап[ап-зРп- 3 +  a^-i-Pn-i +  a^+iPr,+1 +  a*+3Pn+3] +
77 =  — 1
-bCn[fe^ _3Pfj_3 +  b l^ P n .,  + b^+1Pn+1 +  b^+zPn+3 +  b ^ 5P,гг+5]) =
CO
53 (k»[Sn-5^n-5 + s l_ zPn-3 + S^-iPn-l + S<+1Pn+1 + S^ +3Pn+3 + S®+5P„+5])
t i — —1
(5.69)
formiranje sistema jednačina (5.68) i (5.69) detaljno je obradjeno u P R IL O G U  
BR. IV.
Koeficijenti uz nepoznate konstante u sistemima jednačina (5.68) i (5.69) daju 
se u obliku :
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A)) =  2c2(n+ljc/i'UoQn+i -  c2( n + l) [ (n  +  2)s^2'Uo+ 2]Qt3 
A^ =  с2 о Qn+i -  (n sh 2uo +  c/i2Ho)Qn]
=  c2Q„
A^ =  (n +  1)c3([s/i2ììo chu0(a -  n) +  2c/iUo]<2„+i -  [a s/i2w.0 +  2c/j2«.0](2 t5)
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B l  = e2— +  ^  (Qn+i -  chuaQn)
B t  =
shu0





= c3shu0[sh2u0 +  сЛ2Мо(тг(1 -  a) -  a)]Qn+i -  с35/гг£0с/ш0(1 -  a )(n  +  1)QT 
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B l  =  c3[s/m0 +  (rc +  1) —— ]Qn+i — c3(n +  1)——-Q nshuo sJivq (5.71)
U jednačinama (5.71): Qn+i =  Qn-ti(chu0),Q n =  Qn(c/i^).U  si sterni ma jednačina
(5.68) i (5.69) pojavljuju se i sledeći koeficijenti:
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(5.72)
Koeficijenti za ou + p(<p) i G za ruip koji se dobijaju razvijanjem funkeija pri- 
marnih napona i funkeija opterećenja ( delimično opterećenje sa unutrašnje strame) 
obrađuju se detaljno u okviru P R IL O G A  B R .III. Ovde su izložena samo osnovna 
zapažanja značajna za analizu.
Razvijanjem graničnih uslova ; p(ip) u redove po Ležandrovim poli­
nomi ma dobijaju se poznati koeficijenti:
kn - koeficijenti razvoja primarnih napona za . 
ln- koeficijenti razvoja primarnih aapona za .
k'n - koeficijenti razvoja funkcije opterecenja (5,60) p\(ip) ; ß  <  <p < 7Г — ß  
kn - koeficijenti razvoja funkcije opterecenja (5,61) I ~ ß  < џ> < ß
Ako se sa кгп (i=0,l,2) obeleže koeficijenti u zavisnosti od slućaja opterecenja 
- neopterećena kontura ( granični uslov (5,59)) 
k \  - slučaj opterećene konture (SI.12.) pi(ip) 
к% - slučaj opterećene konture (SI. 13.) p2(<p)
dobijaju se u sistemima jednačina (5,68) i (5.69) konstante An i Cn u zavisnosti 
koji se od koeficijenata uvrsti u sistem. Za delimično opterećenu konturu elipsoida, 
koeficijenti se koriste za deo neopterećene konture, a koeficijenti к^ i za 
opterećeni deo konture u zavisnosti koje se opterećenje uzima u razrnatranje.
Veza između prethodno navedenih. koeficijenata je sledeća :
К  =  К
к„ = кп +  кп
кп ~  Кг + кп (5.73)
Iz navedene analize, nedvosmisleno siedi, da se promena graničnih uslova svodi 
na promenu koeficijenata razvoja Određivanjem koeficijenata (5.70) , (5.71) i (5.72) 
dobijaju se dva sistema jednačina sa beskonačno mnogo nepoznatih. Pri formiranju 
sistema, primenjen je takav metod da se navedeni sistemi mogu razdvojiti na sis­
tem sa parnim i neparnim koeficijentima i svesti na rešavanje samo jednog sistema. 
Rešenje sistema svodi se na izjednačavanje koeficijenata uz Ležandrove polinome sa 
istim indeksima. Sistem jednačina (5.68) se može prikazati u obliku:
AnPn-2an-2 “b AnPnan +  4^17Pn_|_2a7ì+2 "b b7nPra_4Òn_4 +
СпРп-Фп-2 +  CnP X  +  СгпР„+2^п+2 +  СпРл+4^п-Н =
Яп-лРп-лкп +  +  QnP-nkn +  Яп -(-2 - ^ + 2 ^  +  Яп+^Рп+ к^-п
(n = 0,1,2...) (5.74)
i ima rešenje pri
A 2n- 2 =  0; (n =  3 ,4 ,6 ...)
-A-ìn-n =  C2n- i  =  0 ; (n =  0,1, 2...) (5.75)
Ako se (5.75) uvrsti u (5.68), odnosno (5.74) dobija se :
z a n = 2
A )a0 +  ^2 a0 +  CoÒq +
A qÜ2 +  А 2й‘2 "b +  С2Ь\ 
А 2П4 +  +  С2Ь4
c 2bl
=  ^09o +
=  k0q2 +  ^2?2 
=  &0Ç4 +  k2q4 
=  k2ql (5.76)
za n  =  4
A 0a$ +  A2ciq +  CqÒq +  G260 +  G4ÒQ 
A qQ2 +  A 2<X^ ”b +  C2&2 +  C4Ò2
А 2а34 + С0Ъ* + С2Ьл4 + С4Ъ1
C2bl +  с 4ь<
CJb\
=  ^o7o +  &2?o +  kiÇo 
= k0q2 + k2q2 +  k4q2 
=  ko?4 +  k2q4 +  k4q4
— h2ql +
=  M i (5.77)
gde se kn određuje и zavisnosti od usvojenog rotaciono simetričnog opterećenja na 
konturi, tj. kn — кгп ( i= 0 , l , 2).
Nastavljajući navedeni postupak dobijaju se sistemi jednačina za n=  6,8,10... Iz 
navedenih sistema, (5.76) i (5.77), može se zakljuciti da se funkcije primarnih napona 
i optereéenja razvijaju do ciana reda čiji je indeks koeficijenta kr, jednak indeksu uz 
konstantu Cn. Na osnovu toga se zakljucuje da je Cn Ф 0. Pri razvoju funkcije и 
beskonačne redove po Ležamdrovim polinomima , dobijaju se redovi sa opsuiajućim
članovima.
lim kn — 0 (5.78)
n —>co N '
Imajući u vidu (5.78), može se zaključiti da pri razvoju funkcija postoji m  >  n  
pri сети  je km =  0. U tom slučaju je Cm =  0, i za sve j  >  m  sistem postaje 
homogen tj. Cj =  0 (j =  m + l,m + 2 ,..) . Znači sistem beskonačnog broja jednacina, 
sa beskonačnim brojem nepoznatih svodi se na rešenje sistema sa m  nepoznatih 
veličina . U prilog ovoj analizi su i navedeni rezultati primera (PRELOG B R . III). 
Rešavanjem sistema jednaëina dobijaju se konstante An i Cn koje zadovoljavaju oba 
sistema (5.68) i (5.69). Na osnovu dobijenih rešenja i relaucija (5.46) - (5.54) i (5.57) 
dobijaju se koordinate tenzora napona, a samim tim je određeno naponsko  s ta n je  
око šup ljine  oblika izduženog  o b rtn o g  elipsoida.
5.7 K o o rd in a te  ten zo ra  n ap o n a -ap ro k s im a tiv n o  
rešen je
siedi, da su za dovoljno velike vrednosti n ođgovarajući članovi u redovima, koji fig- 
urišu u navedenim izrazima za napone, zanemarljivo male velieine, odnosno, njihovi 
uticaji pri odredivanju vrednosti napona mogu se zanemariti.
Neka su za neko n > t odgovarajući članovi redova (5.46), (5.48), (5.50) i (5.52) 
dovoljno male velieine tako da ih možemo zanemariti. U torn slučaju, aproksima- 
tivno rešenje ko je se prikazuje ( t= 2) direktna je posledica prethodnih razmatranja.
Sistem jednačina za odredivanje konstanti A n i Cn za n=2 ima sledeći oblik:
M)ao +  Al2al +  C0b3Q +
A '0a2 +  A \a\ +  СЏ  2 +  СЏ%
A A  +  Ф 1  + СЏ\ 
СЏ>1
koQo “b ^2?oi 
^о?2 "b ^2?2 i 
k'0ql +  k2
кг2<й\ (5.79)
gde indeks i zavisi od graničnih uslova i to: 
i — 0 -neopterećena kontura
г — 1 -delimično opterećena kontura (prvi slučaj opterećenja prikazan na S1.12.) 
г =  2 -delimično opterećena kontura (drugi slučaj opterećenja prikazan na S1.13.)
Nepoznati koeficijenti u sistemu (5.79) koristeći rekurentne formule (2.40) i 
relacije (5.70) odreduju se na sledeći način:
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U relacijama (5.80):Qi =  Qi(chv^)... Kœficijenti i se potpuno đefinišu u 
okviru P R IL O G A  BR. III. Da ne bi bilo ponavljanja ovde se ne navode.







(ch4u0 -  \ch?uQ +  Ь с 4;
5 о
( Е л 2щ  + ~ у - :
/ > 4  2 2  L 2  3 N 4(ch u0 -  — ch u0+  -)c  ;
1 * .
35 ’
, 24 136, 4
(----- ch2u0 H-------)c4;
v 35 ° 3857 ’
4Ì 77
(5.81)
Izrazi za dodatne napone izazvane uticajem eliptične šupljine oblika izduženog 
rotacionog elipsoida, uzimajući u obzir rešenje sistema (5.79), dobijaju oblik:
<  =  A 0[UlP0Qo + U2P0Q 1 + U^PlQo} +
C0[U4P1Q0 + UqPqQ ì + UlPxQ ,\ +
A 2\P\P2Q2 +  U2P2Q3 + U*P,Q2] +
c 2\u 4p , q 2 +  u ïp 2q 3 +  r 26p 3q 3]
gde je:
Щ = 
Ul =  
ul = 
Ul =  
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cos2 ip +  2 -  q];
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+  — cos sin2 (/? +  chu(2sh2u + sin2 <£>)];




chu 1 c 
\ 77177 d" 77/'/г.2 Ksh2u 
- 3 — cos^;
- 3 p C o s ^ M ^  +  d ) + Q];
C (?
3— chu[—  cos2 (/? +  2 -  a];
^ c Ä Hc o s < , [ - 7 + 3 ( J - - ^ - 2  +  2a)] +
+ — cosip(shu sin2 (p + chu[sh2u -  3(cos2 <p -  ch2u)])
a<f — +  TlPiQo + vlPoQA  +
OoHPoQi +  T qP iQo + TqP i Q i ] +  
^2\t \P'.2Q 2 +  T 2P3Q2 +  T2P2Q3] +  
^ [ t IP^Qz +  T 2P3Q2 +  TÌPzQo]
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= j ~2 cosp ( j^ c h 2u + a — 2];v/i2
c 1
— сЛгх cosali — 2 û +  -—5— 
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3c cos2 p> ć- 9 ,
Џ сж < р(Јсћ2и + а - 2 ] ;
c \
— chucos<p(3{l -  2a) +  -, 2 [12 -  9 cos2<p])
o. M &lPoQo + Q20PiQo + e 2P0Qi] +  
C0[Q40PoQi +  QlPiQo + QlPiQi] +  
a 2\q Ip 2Q2 +  e 2p 3g 2 +  e 2p 2Q3] +  
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c cos tp ch u .
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Tu% =  Ao[ro1PoQ o+ T 2PûQ1 + r o3P 1Q0 +  r o4P 1Ç 1] +  
ColPo5 PoQo +  r o6PoQi +  PjPiQo +  TqPi Q i ] +
a 2\t 12p 2q 2 +  p 2p 2q 3 +  T23p 3g 2 +  т 24Р з<?з] +  
c 2\t %p 2q 2 +  p 26p 2q 3 +  p 27p 3q 2 +  т |Р 3дз]
gde je:
T 1 =-L n ---




2 chu cos <p
T t
Pn =
T 7 J о
rp8 
1  0
h2 sin ipshu 
1 cos <p, 1 c2 .+  ^ sm (p );
h2 s /г« sin</?
1 chu 1 c2
h 2 sin<p s/г« /i2S U ’
1 1
h2 shu s mp '
1 chu cos p  
h2 shu sin p  '
= ^ |(1 _ ü)sA m +^  
n 2 sm<^ shu
c ch u u . cos2 </? P
A 5 Ä l(“ - 1) s m ^ + I i ^ r - W
^(sA w sini^ +  7  — ( 1 _  ü)sinip +  C°S ^ (q -  l)s/m  
/г s /г« sin<^
c2
h2ch2u sh u ];
^ p c2 7




, 2 -COS p  ч 9 • /  т+ — (01 u s h u ( ----------- sin pi +  cos p  siel pi shu  +
h4 sin<p s hu







уб  _12 —




h2 sin(p sh u '
3 cos ip 3 с2
Та —Г - (“ ---- +  Гг sinw ;h z  S / Ш  SLEL р  h 2
3 chu , 3  c2 .
9 1
h2 s/ш sin 99'
9 chu cos p  
h2 s /ш sin y?’
3c cos p  
h2 sin<p 
3c chu
[(1 — a)shu  +  3 c /i 2 i ć  s / m ] ;
h2 shu 
c
[(a — 1) sin <p +  3
c/i2ii c2
s /ш h2
cos2 p  C2 0 . 1—-------- — cos^sL n^l;
SLn (/2 h z
,  7 • . . COS2 W „ /— (s/lusluc? H-----— 3(1 — a) SLn p  9--------- 3(a




cu , 2 . cos2p  о . с/г2«
+  7-7(01 ushu(3 —--------SLn c?) +  cos </? SLnp ishu  +  3 —7— ))
/г4 SLn (/9 shu
shu sin p
(5.89)
Ako se dobijeni izrazi za napone (5.82), (5.84), (5.86) i (5,88) uvrste u reîacije 
(5.57) dobijaju se koordinate tenzora napona aproksimativnog rešenja n=2
5.8 A naliza  d o b ijen ih  rešen ja
Ako se analiza napoELskog s tan ja  oko šupljine oblika obrtnog izduženog elipsoida 
izvrši za naponsko stanje:
<  =  <  =  o j  = a T:prvip <0 =  ^  =  0 (5.90)
(što bi odgovaralo naponjskom stanju (5.7)), dobija se napoELsko stanje u homogenom 
elastičnom materijalu ne vezujući se isključivo za problème u stenskoj masi.
Na osnovu (5.90) i relacija (5.57) dobijaju se koordinate tenzora napona u obliku:
+  o\
av = ap + °\
Oe — o*9 +  a;
Za analizu se usvaja aproksirnativno rešenje (n=2). Iz relacije (5.91), a uzimajući 
u obzir (5.82), (5.84), (5.86) i (5.88) dobija se:
— A oI^qPoQo + UqPqQ\ + UqP-lQ q]-^
Со[ЩР&о +  U^PoQ, +  U SP & ]  +
A 2\UlP2Q 2 +  U2P2Q3 +  U32P3Q2] +
C 2\U *P3Q 2 +  U%P2Qz + U%P3Q3\ +  a  (5.92)
O’ip Tio[^o^oQo d~ ~b Po-^oQl] d~
CoH PoQ , + <PqP-iQo +  <PoAQi] +
A 2[ip\P2Q 2 + P ^ P zQ l + <P2P 2Q 2] +
C2[p\P2Qz +  P2P2Q2 +  Р2РгЯз] +  о (5.93)
ав =  А^вЈРофо +  QqP iQo + ©o-PoQi] +
Co\QqPqQ i +  +  ÖqP i Q i ] +
a 2[b \ p 2q 2 +  6 2p 3q 2 +  e 2p2g 3] +
C2[Q42P2Q . +  Q2P2Q2 +  Ô2P3Q 3] +  о (5.94)
Tutp =  A q[TqPqQq + T0PqQ i -\-TqP iQ0-\-TqPjQ3]~{- 
CofâPoQo + tfPoQ, + TjPjQo + r08paga] + 
a 2\t ] p 2q 2 + T 2P2Q3 +  T 2P3Q2 +  T*P3Q 3] +
C2[TlP2Q2 +  T«P2Q3 +  T 72P3Q2 +  T 8P 3Q3] (5.95)
Moze se pokazati da se konstante mogu predstaviti u obliku (P R IL O G  B R . 
Ill) :
Ao — cr£0 i A2 =  a ( 2
Co = ог ) о] С2 = агъ (5.96)
gde SU £0 ; £2 ; Vo ; V2 konstante.
Uzimajući u obzir relacije (5.96) dobijaju se naponi u obliku:
a,t = a{^  + { h {2+^ )^ Qo+^ chu^2+s^ £ ^ -
-co sV C o Q o  -  j ^ ( 4 + ^ ) Ç 2P2Q2 + 3 ^ 4c h u (2 + S- ^ ) Ç 2P2Q:
- 3 ^  cos tp£2P3Q2 +  ~  cos2 ip[~h2{ ^  + a ) ~  c2ch2u]rjoQo +
(— chu cos2 <£>[2(sh2u + sin2 p) +  1] — — chu\cos2 </2(2 — a
П IV
3c ch2u




(?ch2u\r)2Pi>Q2 +  -j^-chuK2 -  a)ch2u +  (a  -  1) cos2 ^ r^P iQ i  -
3c 1
j^ch u  cos <p[4 -  (2a +  ^ р ^ ) ] 772.Рз<2з])/г2 "U
(5.97)
^ ( l  +  [т^(2---- Г-—  )ŠoQo +  77 cos" ---- Ь c2]£oQo -h2 sm (р л 4 sia cp
— chu^oQi + — (4 ---—г КгЛгФз +  c o s  ^c2]s2-P3Q2 —h4 л2 sm (p n4 sia  p>
„ c2 , . _ ^ C , rj 7/ COS2 02. о О , _ С о
3—с/ш^-Ргфз +  -гтс/ш /1 ( a ---- г^ — ) -  с cos v?]r?oQi +  — cos <pnq n4 sia ip nq
c X
x[c2ch2u -  h2(2 -  a)]?X)Qo +  7^ сЛцcos2 (/?[(■ ■ ■ 3 - -  2a  +  2]??oQi +
' sia2 <ç
7 7 chu[h2(a -  COS2 ^ ) -  c2 cos2 <р]%Р2<2з +rt4 Sin </?
p  cos </2[c2c/i2m -  h2(2 -  a)]TfeP3<22 +
Зс 1
— с/ш cos </?[— -3----- 2a  +  4]%Рз^з])/г2 sia p
(5.98)
,л , 1 ,cos299 chSu.^ 1 COS2 02. ^
a * -  a(1  +  [^ (^  +  Ä )e°Q o" / p ^ V ^ üQo_
1 chu 3 .cos2«/? ch2u _ _ 3 coso? „ _
J p ^ o Qi +  ^ [ — 2^  +  -  ^ ä ^ 2^ 2 -
3 с/ш  ^ _ C , , COS2 02 , ,, л
+  7 сЛ“ 17 ? 7  +  ( a ) lw ? I  +
С 2 , c/l2U




sia 92 + s / i 2U ]??dQ i +
OC . - 0  ... _ _ 3c .Crt“M . ^
+  (2 “  а ) Ь ^ < 2 з +  ^  cosP [ ^  -  (2 -  ü)]%^3Q2 -
,ch2u
3c .cos20? chAu-, „  ^  ...
_ < A m c o s < , , 1_  +  _ _ ] i s P 3 Q j 1) (5.99)
, 2 cos <pchu . _ cos 09 / 0 0  оч
a (~ l 2 _:___ L. £oQo +  Ti :-------7 (c2 sm2ip +  /i2)£0Q 1 +/г2 sia </?s/m ' h4 sia ipshu
chu cos p  2  2  ) 2  _  1 ^chucosp^  „  _
(h2 +  c2sh2u)e0Qo -  TEA ■ Ì 2P2Q2 +h4shu sin<p 
3 cos p 
h4 shu sin ip
h2sh
(c2 sin2 p  +  35.2)^2-^ 2^3 +
usmip 
3 chu
h4shu sin p (3h2 +  c2sh2'sh2u)
cos (p
-?oQi ~h2shu s i n  <p h2shu sin p
c chu cos p ^  _ c c o s p .  2 >- ' ' . ^ch2u
h2shu s i n p ffoQo + h4 sinp
S2-P3Q3
[h2( 1 — a)shu  +  h2
s/m c2cA2^ s^ w b Q i +
h? cos2 (pC ch 'll COS (p. 2  / % / ь v_,wo у/ о о
О й л Г |Ä (a “  4  sin ^  +  i s p  - c cos ^ sin ^ b Q o  +
COS <^9 r ( \ ? 9  9 / \ / 9
h i s h u s m J c ( 2a~ 2)chuCOS ^  +  - “ )(“ »  ^  +LV?




3c c o sp f, 2
h4 sin p
\h2( 1 — a)shu + 3h2ch2u
shu ^ Лshu]rf2
* P i Q > + ^ l h T - l ) s i ^  +
3 h2 cos2 p 
siny? - c  cos <psin(p]%p 3g 2 +
1
t f sh u si n p C^Os243ch2u(2a -  4) 3 c +  3c(! -  û) (cos2 p  +  c/i2u)]r?2p 3Q 3)
(5.100)
Iz navedenih izraza za napone 00, i oq siedi:
lim (jи, — 00 j lira en, =  a
ii—»о ^ u —>00 ^
lim <тд =  o o  ; lim о a = a
u —’ 0 u — 00 (5.101)
Dobijeno rešenje je u saglasnosti sa rešenjem u literatim za prslinu oblika elipsoida, 
tj kada se elipsoid degeneriše u tanku nit dužine 2c (Grifitova prslina).
Da bi se dobilo rešenje za prslinu u obliku koji se navodi u literaturi (oblik 
kružnog diska) [61] neophodno je istaći sledeée:
Iz prethodno navedene analize naponskog stanja siedi, da kada p —+ |  dobija se 
izraz za napon <79 u obliku:
cf в =  <7(1 +
+
l i e  
 ^cAsh2^ 0^ 0 c2ch u sh 2u^0<^ 1 2 cAsh2u'
+ ò o u ( 2 ~  q )t'oQ i ‘  ä (2 “ Q)w33l) (5102)
Očigledno je da u graničnom procesu u  —» 0, tj. kada kružni disk degenerile u 
tačku, napon oq — > 00. Međutim, na konturi kružnog diska kada je dato u  =  щ  
naponi imaju konačne vrednosti. Na.pred navedena zapažanja navode nas na ideju 
da rešenje prsline potražimo iz rešenja sp ljoštenog  o b rtn o g  elipsoida u obliku:
=  cr-^~[ 2(1 +  u)uq2 — q{2uuj + 2u +  7oj) + 1 + 4u +  2 u]Ou 2П
(5.103)






-  (1 +  v)q7cj2 +  q[u2 -  2 (1  -  z/)ta ] +  cj +  1 -  и
■ -  -~arctg\[Pj— 1 ; za w > 1 





[/n(l +  \ / l  — cj) 
[48]
2 lnU za и  <  1
(5.105)
cos <p =  0 (kružni disk poluprečnika chu)
Kada se izvrši analiza dobijeriih izraza za napone i uslova и —»■ 0 =Ф- shu  —■» 0 =4* 
z =  shu cosp  —> 0 (kružni disk) se sužava na disk poluprečnika г =  1 i dolazi se do 
sledećih zaključaka:





U) — у I
Oq =  О (5.106)
Navedeno rešenje predstavlja traženo rešenje za prslinu predstavljenu u obliku 
kružnog diska poluprečnika т — 1 .
5.9 F a k to r k o n cen trac ije  n ap o n a
U istraživanju naponskü stanja oko otvora, nezaobilazno pitanje ko je je potrebno 
analizirati je određivanje faktora koncentracije napona. U okviru ove disertacije se 
određuje faktor koncentracije napona za rotaciono simetričan slučaj opterećenja. 
Polazi se od naponskog stanja homogenog elastičnog materijala u obliku:
oz — O] ox =  ay = 0; r  =  0 (5.107)
Primenom trannformacija (5.3) dobija se:
<7
sh2ucos2p  ch2u sin2 p
cb?u — cos2 v ch2u — cos2 pо  J ' t u p
shu chu cos in sin р  ,
T li = ~<J-----—---------- ----- (5.108)ch2u COS2 (p
Faktor koncentracije napona u tom slučaju (zatezanje u pravcu obrtne ose Oz) 
se određuje:
gde je §) odnosno
<£ =  *(1  +
Co
cchu0lcch2uо 
Iz (5.110) se dobija:
, 3t72Q3/ 1 \ ^
+ ~ т - (г ^ ч ~ а)+а?й(3> 2c с/ш0C2Q2]) (5.110)
t f = l  + Co ,+ ( -  a )  +  cit/oQ  1 - C2g 2] (5.111)cchïiQlcch2u0 ' 2 xcch2u0 2cchuo
Kada u izrazu (5.111) —>■ 0 tada se faktor koncentracije dobija u obliku:
К  = 1 + —  [2£0 +  3%( 1 -  cq)Ç3 +  2ca%Qi -  ÖssQs] (5.112)
Iz dobijenog se zaključuje da К  —*■ oo , samim tim  i napoo, oq —>■ oo.
Dal je, kada u (5.111) u 0 —» oo vrednost faktora koncentracije je K = l.
Poređenja dobijenih rezultata, sa rezultatima datim u literaturi, iziskivala bi 
dugu matematičku proceduru uslovljenu oblikom izraza za određivanje faktora kon­




U okviru ovog poglavlja prikazuje se računska implenientacija izvedenog analitičkog 
rešenja određivanja naponskog stanja око šupljine oblika sfere, beskonačnog kružnog 
cilindra i šupljine oblika izduženog obrtnog elipsoida za slučaj rotaeiono simetričnog 
opterećenja, a u cilju zaokruženja celokupnog istraživanja,
Najpre se prikazuju algoritmi za izradu programa na osnovu kojih se vidi koncep- 
cija kako same izrade programa, tako i izračunavanja napona i prikazivanja rezultata. 
Zatim, prikazuju se numerički primeri koji ilustruju primenu anaiitičkili postupaka 
i dobijenih teorijskih rešenja.
6.1 P o s tu p a k  o d ređ iv an ja  n ap o n a
Izračunavanje napona око sferne šupljine i cilindričnog otvora, na osnovu po s­
to jećih  istraž ivan ja , a koji se prikazuju u numeričkim primerima urađeno je 
korišćenjem programskog paketa M athem atica . Za proračun je usvojen elastični 
model stenske mase, s obzirom da je složeniji u odnosu na model sa hidrostatičkim 
stanjem primarnih napona. Takođe, usvojeno je i simetrično rotaciono opterećenje.
Izračunavanje napona око e lip tične  šup ljine  urađeno je na osnovu posebno 
saćinjenog programa nazvanog Elipsoid. Program je napravljen u programskom 
jeziku C++. Određivanja napona su urađena na osnovu relacija i izraza datih u 
tekstu teze, a što je simbolično prikazano na slikama 14 - 16. I ovom prilikom je za 
proračun usvojen elastični model stenske mase mada program sadrži i proračun za 
hidrostatički model stenske mase.
Geomertrijske karakteristike sferne šupljine, cilindričnog otvora i šupljine ob­
lika. elipsoida u prikazanom primeru izabrane su tako da se mogu vršiti uporedenja 
dobijenih vrednosti pojedinih napona.
S 1,14. Algoritam određlvanja napona - sfera
SI. 15. Algoritam određivanja napona - cilindar
6.1. POSTUPAK ODREĐIVANJA N  AFONA
SI.16. Algoritam odredîvanja napona - elipsoid
6.2 N um eričk i p rim eri
Na osnovu prikazanih algoritama i sastavljenog programa za određlvanje napona 
kao ilustracija dati su numerički primeri. Pri tome su usvojene sledeće karakteris- 
tike steuske mase, geometrijske karakteristike šupljine i kouturni uslovi (slobodna i 
delimično sa unutrašnje strane opterećena kontura),
• k a rak teris tik e  stenske  m ase
7  =  28 k N /m 3 
и =  0.3
E  = 20 x  IO6 k N /m 2
• geom etrijske  k arak teristike  
H  =  100 m
1 . sterna supljìna ( koordinate r,(p,6) 
tq = 2 m
A r = 0.2 m
2. cilindrični otvor ( koordinate r, <p. z) 
rQ = 2 m
A r  =  0.2 m
3. šupljina oblika elipsoida ( koordinate u,<p, в) 
uq = 1.44m
A u  = 0.1 m
c = 0.1 m; c =  lm ; c = 3 m
•  g r a n i č n i  (  k o n t u r n i  u s l o v i  )
1 . sterna šupljina 
p = 300 k N /m 2
ß  = тг/4
2. cilindriceli otvor 
p = 300 k N /m 2
a =  2 m
3. šupljina oblika. elipsoida 
p = 300 k N /m 2
ß  = 7г/4
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6.3 A naliza do b ijen ih  re z u lta ta
Za prikaz i numeričku interpretaciju dobijenih analitičkih rešenja, posebno za 
izduženi obrtni elipsoid, odabran je numerički primer koji ornogucuje da se na os- 
novu dobijenih dobijenih dijagrama (kao prezentacije rezultata) može izvesti što 
vise zaključaka. Ovakva prezentacija rezultata pokazuje mogućnost višestruke anal­
yze. Naime, dobijeni rezultati pokazuju kao prvo uticaj geometrie eliptične šupljine 
na intenzitet napona. Kao drugi značajan rezultat numeriche realizacije je uti­
caj unutrašnjeg opterećenja na intenzitet napona oko šupljine. Međutim, ono što 
je najvažnije, rezultati i dijagrami su pokazali da se dobijene vrednosti napona 
za izduženi elipsoid nalaze uokvirene vrednostima napona sterne šupljine sa jedne 
strane, i vrednostima dobijenih napona cilindričnog otvora, s druge strane, a što je 
u okviru numeriche relizacije dijagramima uporednih napona pokazano.
Određivanje napona za sfernu šupljinu i cilindrični otvor izvršeno na osnovu 
postojećih istraživanja [25] , [71] kao i korišćenja uvedenih funkcija optereéenja u 
okviru ove disertaci je. Pri tome, dijagramima su prikazani samo pojedini dobijeni 
rezultati u cilju uporedne analize.
Određivanje napona oko eliptične šupljine prikazano je nešto obimnije uzimajući 
i promene geometrije i optereéenja u obzir. Na osnovu prikazanih dijagrama može 
se odrediti zona uticaja šupljine na naponsko stanje u stenskoj mask
Numerička realizacija dobijenih analitičkih rešenja pokazuje sve prednosti usvo- 
jenog postupka određivanja naponskog stanja datog i izvedenog u ok\dru ove dis­
ertante.Takode, dobijeni rezultati i dijagrami daju i verifikaciju praktiénog doprinosa 
ove disertacije.
Obim i prezentaciju rezultata moguée je izvršiti i na druge naéine u zavisnosti 
koji se parametri žele analizirati. Ovo je i osnovna prednost dobijenog analitiékog 
rešenja određivanja naponskog stanja. Posebno, razvojem savremenih programskih 
paketa i razvojem raéunara brzina i obim dobijanja rezultata i njihove prezentacije 
ne predstavljaju problem.
Poglavlje 7
ZA K LJUČN A  R A ZM A TRA N JA
7.1 O stvaren i re z u lta ti  i zaključci
Pri razmatranju određivanja naponskog stanja oko šupljine oblika sfere, cilindra i 
oblika izduženog obrtnog elipsoida u okviru ovog rada ostvareno je vise značajnih 
doprinosa dosadašnjirn istraživanjima.
Kao prvi rezultat ove disertaci je i originalni doprinos dosadašnjim istraživanjima 
može se označiti uvođenje novih funkcija opterećenja na površini šupljina izraženih 
u obliku beskonačnog reda sinusnih funkcija, кал graničnih uslova, kod razma- 
tranja naponskog stanja око sferne šupljine i šupljine oblika cilindra. Uvođenje 
ovih funkcija opterećenja omogućava analitičko rešavanje paxcìjalnih diferencijalnih 
jednačina, problema metodom Bubnova-Galerkina.
Dosadašnja istraživanja koncentracije napona oko neopterećene ili sa unutrašnje 
strane opterećene šupljine u stenskoj masi, ograničena su na analitička rešenja za 
sfernu šupljinu i za beskonačno dug cilindar u izotropnoj i homogenoj elastičnoj 
sredini. Kao logično proširenje na opštiji oblik problema i kao osnovni rezultat ove 
disertacije je određivanje analitičkog rešenja koncentracije napona око šupljine oblika 
izduženog obrtnog elipsoida za šta je korišćen eliptični koordinatni sistem. Usvojeni 
oblik šupljine kao izduženi obrtni elipsoid najviše odgovara uobičajenim oblic.ima 
iskopa podzemnih konstrukcija, problem određivanja naponskog stanja rešavan je 
za konturne uslove koji odgovaxaju slobodnoj i podgrađenoj konturi iskopa u sten­
skoj masi. U cilju rešenja tako postavijenog problema i dobijanja analitičkog rešenja 
po prvi put su u ovom radu izvedeni i prikazani izrazi za određivanje napona preko 
naponskih funkcija za izduženi obrtni elipsoid u prikladno oda.branom koordinat- 
nom sistemu. Uvodenje koordinatnog sistema koji najbolje odgovaua analognom 
obliku šupljine omogućilo je bitno uprošćenje matematičkih izvođenja i konačnih 
izraza koji definišu analitičko rešenje. Kao doprinos i rezultat ove disertacije može 
se označiti i originalni pristup u rešavanju diferencijalnih biharmonijskih jednačina 
koje zadovoljavaju naponske funkcije, u eliptičnom sistemu koordinata. Pri raz-
malranju granicnih uslova i ovde su uvedene napred navedene funkcije opterećenja 
na slobodnoj konturi šupljine koje omogućavaju da se u cilju analitičkog rešavanja 
jednačina koristi razvijanje u beskonačne redove po trigonometrijskim. funkcijama 
i Ležandrovim polinomima.
Dobijerxa analitička rešenja za određivanje napona око šupljine oblika izduženog 
elipsoida samo naizgled deluju složena i komplikovana jer sadrže Ležandrove, 
trigonometrijske i biperboličke funkcije. Međutim, ovde je potrebno istaći da su 
rešenja predstavljena preko ovih funkcija veoma zahvalna za primenu i analizu zbog 
brojnih pogodnib osobina uavedenih funkcija.
U okviru disertacije je anaJizirana i mogućnost primene dobijenih rešenja u po- 
dručju mehanike krtog Ionia, a za analizu prslina. Konstatovano je da je dobi- 
jeno rešenje u saglasnosti sa rešenjem u literaturi za prslinu oblika elipsoida (Gri- 
fitova prslina.) kada se elipsoid degeneriše u tanku nit. Takođe je pokazano da je 
rešenje za prslinu u obliku koji se navodi u literaturi (oblik kružnog diska), rešenje 
I.N.Sneddona [61], rnoguće jedino iz rešenja za spljošteni a ne izduženi obrtni elip­
soid. Naime, u graničnom procesu degenerisanja elipsoida (u -e 0) spljošteni elip­
soid se preko oblika sfere degenerisi u kružni disk. Nasuprot tome, izduženi elipsoid 
se degeneriše u sferni oblik u suprotnom graničnom procesu (u —> oo), a u istom 
graničnom procesu (u —» 0) se degeneriše u tanku nit.
Rešenja dobijena u ok\iru ove disertacije rnogu biti od značajne koristi kako u 
daljim istraživanjima sličnih graničnib problema, atakode i pri rešavanju praktičnih 
problema određivanja naponskih stanja, što je u okviru numeričke implementacije 
pokazano.
U ok\iru numeričke reaJizacije analize urađen je programski paicef za određivanje 
napona око šupljine oblika elipsoida, a na osnovu toga prikazani su rezultati u vidu 
dijagrama.Rezultati potvrduju dobijena rešenja za izduženi elipsoid. Uporednim 
dijagramima je pokazano da je rešenje za elipsoid opšte,
Posebno je potrebno istaći da je u disertaciji primenjen pristup analitičldh rešenja 
dobio potvrdu u najnovijim tendencijama analognih istraživanja tehničke mehanike 
(prof.M.Pavlovic [49]), određivanja rešenja u opštim izrazima (parametarska anal- 
iza) primenom odgovarajućih matematičkih programa (ALTRAN,Mathematica i 
dr.) pomoću kojih se dobijaju rešenja graničnih problema, u opštim oznakama (sim- 
bolicka. analiza konstrukcija).
7.2 O b lasti p ra k tič n e  p rim en e  ra d a
Odredivanje na.pona oko neopterećene ili delimično sa unutrašnje strane opterećene 
šupljine ima poseban praktičan značaj pri razmatranju naponskih stanja u sten- 
skoj mani око iskopa za podzemne konstrukcije, a time i sagledavanja interak- 
cije podzemne konstrukcije i stenske mase u trodimenzionalnim uslovima. Ол'о
se posebno odnosi na odredivanje sekundarnog naponskog stauija pri sekvencijal- 
nom gradenju podzemnih građevina. Na osnovu određenog naponskog stanja oko 
iskopa moguće je odrediti i deformacijsko stanje za navedene granične uslove, a 
što je posebno značajno kod dimenzionisanja podgradne konstrukcije. Predložen 
oblik opterećenja sa unutrašnje strane šupljine (tao graničnog uslova) daje široke 
mogućnosti simulacije reaktivnik opterećenja, odnosno vrste i krutosti podgrade.
Takođe, dobijena analitička rešenja mogu se koristiti i pri interpretaciji merenja 
radnih stanja napona. u čvrstiin stenskim masama oko podzemnog iskopa, a koja se 
zasnivaju na principu ’’ oslobadanja napona ” .
Dobijena rešenja u okviru ove disertacije imaju i širi praktičan značaj (ne saino 
u podzemnim. građevinarna) u razmatranju uticaja šupljina u materijalu na napon- 
ska stanja (ponašanje materijaJa sa rnikro-đefektima) kao i kod raznih drugih is- 
traživanja interakcijskih problema u stenskoj masi (nafte, komprimovanog gasa i 
đr.).
7.3 M ogućnosti za d a lja  is traž iv an ja
U istraživanjima u okviru ove disertante napravljen je novi korak u daljem izučavanju 
problema određivanja analitičkog rešenja naponskog stanja za šupljinu oblika obrtnog 
elipsoida koji predstavlja opšti oblik šupljine u odnosu na sferu i beskonačan cilin- 
dar. Ovakav pristup rešavanju stvara brojne mogućnosti daljeg istradi vanja,, jer su 
u okviru ovog rada naznačena, aii ne i do kraja rešena brojna razvojna sagledavanja 
ovog problema. Stoga, pravci daljeg istraživanja zasnovani na ovoj disertanti bi se 
odnosi li na:
• odredivanje deforrnacijskog stanja i pomeranja konture šupljine na osnovu 
određenog naponskog stanja, a sto je značajno za analizu interakcije stene 
u iskopu i podgrade;
•  rešenja otvorenih. pitanja (matematičkih problema) koja su navedena u radu, a 
njihovo rešavanje podrazumeva panalelno istraživanje i u okviru matematičkih 
nauka na području specifičnih sistema diferencijalnih i algebauskih jednaòina.
e proširenje istraživanja za transverzalno izotropnu i anizotropnu stensku masu;
• proširenje istraživanja za, razne vidove optereéenja sa unutrašnje strane šupljine;
• odredivanje naponskih stanja oko šupljine u stenskoj masi u 3D problemima 
numeričkim metodama za konkretne problème i uporedenje sa rezultatima u 
ovom radu;
• proširenje dobijenih rešenja u ovoj disertaciji primenom parametarske anai- 
ize problema sa korišćenjem programa koji omoguéavaju da se konstante u
rešenjirna po metodi Bubnova-Galerkina definišu ргеко matrica čiji su članovi 
opšti izrazi (ALTRAN,Mathematica i dr.).
primena analogue metodologije za anaiizu raznih oblika mikro fraktura i napon- 
skog stanja u njihovoj okolini u problemima krtog Ionia.
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O D R E D JIV A N JE  N A P O N A  P R E K O  
N A P O N S K IH  F U N K C IJA  U  S IS T E M U  
K O O R D IN A T A  IZ D U Ž E N O G  O B R T N O G  
E L IP S O ID A
U literaturi iz teorije elastičnosti i mehanike kontinuuma mogu se naći izrazi za 
napone izražene preko naponskih funkcija u krivolinijskom sistemu za polarni i cilin- 
drični koordinatni sistem [57] , [70] i dr...H.Neuber je u monografiji [47] izveo izraze 
za napone preko naponskih funkcija u koordinatnom sistemu spljoštenog elipsoida.
Rešavajući problem naponskog stanja oko šupljine oblika izduženog rotacionog 
elipsoida primenom eliptičnih koordinata, a za slučaj rotaciono simetričnog 
opterećenja, potrebno je odrediti izraze za napone u odgovarajućem sistemu koor­
dinata.
Sistem koordinata izduženog elipsoida definisan je relanijama (2.19) a Lameovi 
koeficijenti (2.30) [Poglavlje 2].
Polazi se od istraživanja [47] i jednačina za određivanje napona preko naponskih 
funkcija u obliku:
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Određivanje izraza i A R  vrši se na osnovu sledećih relacija:
(102)
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Naponska funkcija Ф data je relacijom (1.6) [Poglavlje 1]
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а Ф se odreduje па sledeći način:
2 дФгдх дФ2 ду <9Ф3 <9zф =  — (L.2 V + +h2 v du du du du du du 
2 дФ1 дх дФ2 dy дФ3 dz
-( + +
) +
) +h2 d(p dp  dp dp  dp dp  
2 âФldx dФ2dy dФзdz 
Ц ^~ д д д в  +  ~ д вд в  +  ~двдё*




1 _ б Л  бФ
h d u  h du ^  h3 dp  dp  
дФ д 1 1 § i d Ф
■Ä^(r)l +
1 дћдФ  1 ,1 б2Ф
h 1 h du2 +
1 3 4  d * t, I t  1
+  — ( - Й ) гd u d u yh n  h3 d p  d p  h2 du2 du
1 c ,  ,0 . о  . (9Ф+ — -(s/i и +  sin y?)2 12sin<pcos(/?-^— =
f i  Z
h2’ h 
1 с^ф
dp  h2 dut
0Ф 1 c . l2 . 2 . i _ ,  , , с2 аФ .
■ — T T Z  s A M  +  s m  и p  2 s m z c / m  +  —  —— a n p du h3 2 4 '  /i4 dp
X cos
1 <92Ф ,бФ бФ
(ЮР
Na osnovu (101) i (107) dobija se izraz za napon a* preko naponske fnnkcije Ф.
=
1 б 2Ф с ^ .б Ф  бФ
'J? ~  sia<pcos''’ -  ftTsAuc/,u) +
2q бФ3cshu  cos p  +  дФh2 du
Zamenom indeksa iz (107) se dobija:
б2Ф
d n l
1_б_ЛбФ Ј^бЛбФ  
h dp  h dp  h3 du du 
1,1 б2Ф бФ_б_ 1 Ј^б/гбФ  
/г /г <9<p2 dp  dp  h ^  h3 du du 
1 d2 Ф бФ j j f o -  
/г2 <9<p2 dp h2
dh
-& lf  +
(108)
1 5 Ф с, о
-(s/i и +  sm ip)i 2shuchu —
1 д Ч  с2 .<ЭФ t , <9Ф
cos ^
Na osnovu (101) i (109) dobija se izraz za парой a* u obliku:
a 1 <92Ф
/i2 <9<p2
2a  <ЭФ3 
h? dp
c2
, „ (——shuchu  
h4 K du
c eh и sin p  +  дФ
0Ф
<9<p
sin <p cos p) —
Ponavljanjem izvođenja i zamenom indeksa iz (107) se dobija:
д4
dnj
1 д 1 &Ф 1 dhe d Ф 
/iö <9é> /i0 0ĆT +  №  dp  +
_l__dhe <ЭФ _  1 1 д Ч  <ЭФ д 1
heh? du du ~  he[he дв2 +  dB д в Ч д^  +
1 дЧ/ L 1 <9Ф , .
c shu cos p  +  -—— c chu sin (p —heh2 dp h&h2 du
1 ,<9Ф cosp  <9Ф chu
h2'd p  sin9? du shu
Na osnovu (101) i (111) dobija se izraz za napon 0^ :
* 1 .0Ф cos(z? (9Ф с/ш. _
°e = : + ö----— ) + 9Ф/г2 v sin p  du shuJ
Iz relacije (104) siedi
д2Ф
drindrin
1 0 . 1 9 Ф  1 Ö . 1 дФч l r <Э2Ф 1
=  “ f a  —  +  Ö— (r^ ^ rr)  =  ^[-2 du h2 d p  2 d p ' h 2 du 2^d u d p h 2
<ЭФ d l  1 «Э2Ф 5Ф д Л
Л г,9./~^  ио. а..а,- я„. ( loi)]dp  d u 'h 2 h2 dudp du d p 'h 2'
1 d 4  c2 . (9Ф 0Ф
: —  sm p co s^ )
Na osnovu (102) i (113) dobija se izraz za napon r*^
* 1 d 4  c2 . ^  L 7 0Ф .
=  +  h






TUÖ ' p>S (115)
Za rotaciono simetričan slučaj opterećenja iz (106) se dobija da je:
-у- 2 г<ЭФз 5Фз , . -,W =  — —— с shu cos (р-----—с спи sm (f\
h2 cm o<p
PRILOG BR. II
IZ V O D JE N JE  IZ R A Z A  ZA N A P O N E  N A  
O SN O V U  R E Š E N JA  D IF E R E N C IJA L N IH  
JE D N A Č IN A  ZA O B R T N I E L IP S O ID
l.O pšte rešenje za rotaciono 
sim etrično opterećenje
Polazi se od definisanja naponske fimkcije
Ф — Фо d* гФ3
i rešenja diferencijalne jednačine u obliku
co п
ф = E E
n ~ 0  m = 0
Ako se harmonijske funkcije Ф0 i Фз prikažu u obliku reda:
OO П
ф» =  E E A - C ( c »
77—0 m=Q
co n
Фз = E E C™f„m+i(“ s^ Q"+1(cAU)
n=—1 m=0
tada jednačina (201) dobija oblik:
^  = J 2 Y ,  A nm Pn  ( c o s  <P) Q n  (chu) +
n —0 m —0
00 n





Radi skraéenja izraza uvodi se sledeée:
P™ (cos ip) = Pì Q™(chu) =  Q™ -p rid ružene  Ležandrove funkcije 
Pn (cos<p) = A ”1 ! Q ^ \c h u )  — -m -ti izvodi Ležandrovih funkcija 
Na početku je potrebno definisati i izvesti odredene izxaze:
Y  pm 




sinm 2 р[(тп2 cos2 ip — m ) P ^  —
(2m +  1) sin2 p  cos pP^m+1  ^+  sin4 pP^m^ 2^ }
^ Pn+i = smm~2p[(m2cos2p -  т ) Р Д  -
(2m +  1) sin2 p  cos (pPfy^i1- +  sin4 p P ^ i ^ ]
— Q™ — m(ch2u — 1 )~ 2~ c h u s h u Q ^  + 
ou
(ch2u — 1) ^  shu  Q£7î+1->
^~Qn+i — m(ch2u -  l ) “5“ c h u s h u Q ^ \  +ou  ‘
(ch2u — 1) 21 s/ш
-q -^Q u — r>i(ch2u — 1) 2 sh2u[mch2u — 1 } Q ^  +
(2m +  1) (ch2u — 1) ~2~ chu sh2u Q ^ +p +  
(ch2u — 1) 21 sh2u Q^m+2)
— m(ch2u — l)~2~ s/i2u[m c/i2it — +
(2m +  1)(с/г2м — I ) -7- chu sü2«
+ (c/i2m — 1 ) ? s/i2u Q[™j 2^
Iz (204) i (205) se dobija:
(9Ф 00 n .
^ ( A n m P n l m l d f u -  1 ) ^  c h u s h u Q ^  +
(ch2U -  +  c shu COS
+c chu cos <pCnmP%+i \m(ch2u — l ) - *- ch u sh u Q (^ >1
+(ch2u -  l)^sh u Q ^X [1)]) (206)
sin2<^Fim+1))] -  c C/ m s i n < ^ P - +1<2~+1 ■ 
ccAwcos</?CnmQ™+:Jsinm~:1 <p(m cos <p P ^ \





д Ч  
du dip
со n
ЕЕ ЕЕ {ATìmP n \m sh 2u(ch2u  -  l ) 25^
n——1m=0
X (m с/г2«  — l ) < 5 ^  +  (2m  +  1 )(ch2u — l ) 2^
X chu sh2u Q£t1+1') +  sh2u(ch2u — 1) ^  Q^m+2E +
C chu COS VjC'nm ^iQn+l +  2c COS P^mn
xP^]rl[m(ch2u — l)~ 2~ ch ush uQ ^
+  ( с Л 2и — Q i + l 1' ]  +  C chu COS ipCnm
xP^+1\msh2u(ch'2u -  l ) 2^  (mch2u — 1)QEEi +
(2m +  1 )(ch2u — 1 )~ 2~ chu sh2uQ ^rl~l1) +
(ch2u -  1 ) r sh2u Q Ì+ Ì2)]) (208)
OO 77
J2  EE (AmnQ™ smm~2 p\(m2 cos2 p  -  m)
n=—l m —0
x P f )  — (2m +  1) sin3 </? cos +
sin4 p P ^ ]  -  C chu cos pCnmP™+1Q™+1 -  
2cchu sinpC nmQ^+1s'mm~1 p [m c o sp P ^ l  — 
sin2 ^ P Ì7 i'1)] +  c chu cos p C ^ Q ^  sinm~2 p  
X [m(m cos2 p  — 1)P„™1 — (2m +  1) co sp  sin2 p
+  s m \ P {™t2)}) (209)
OO n
=  E  E  (Лип [sinm_1 p(m  cos p p (m) -  sin2 p
n= - 1 m=0
x P ^ ) ] l m ( c h 2u -  l ^ c h u s h u Q ^
+(ch2u — 1)^“ shu  — сс/ш  sin </?
V Г  Pm n mл с т г п+lVn+1
- с с /ш  sin ( / р С ^ л Р ^ - Ј т ^ 2^  -  l ) 2^
Xchu s h u +  (ch2u -  l ) ^  s h u +  
c shu cos <^ C’„mQ™+1 [sinm_1 p(m  cos ^ Р ^
— sin2 pPn™^1*)] +  c °hu cos (/?Cnm 
X [sin”1-1 p  (m  cos pP„™\ —
s m V P i " +1>) ] h ( c A \  -  l ^ A u s h u Q ^ i  
H ^ u - l p s h u Q ^ p p ] )
dz dz
—— =  cshucosp  ; —— =  —cchusm p
du dip
5Фз
du = E E C„mP^\(ch2u -  IpshuQpJp +T3 — — 1 m =0
+m(ch2u — 1) г c h vsh u Q p \] (212)
<9Ф3
dip = J2  JZ  CmnQ^Vi[sinm 1 cos pP^LÌ ~n ——l  m = 0
(213)
ф =  j-jCchucosipE  [(<Л2и - 1 ) ?
т г=  —1 m = 0
xs/m Q ^™ ^ +  m(ch2u — 1) г c/m s/m Q^+ij
m — 2 )(™)
X- — cch u sm p  J l CnmQrn+1
П' n=-l m=0
|smm“V ( ”icosipPj™i -  s in V E “; 1')] (214)
Ako se defirusaru izrazi (206)-(214) uvrste u jeđaačine za određivanje napoaa 
preko aapooskih funkcija
<9Ф1 <9^ с2 ,<ЭФ 
h? ~  h‘ {d ï  sm<pcos<p -  +
2а  <9Ф3 
h2 du c shu cos p  +  дф
1 <92Ф с2 m  <ЭФ




cch u sm p  +  рф
* 1 <9Ф cosca <9Ф с /ш . _
a ô — ~  7 о(е  :------ к т ----;—) +  рФnd dp sm p  du shu
T  —
1 <92Ф c2 <9Ф (9Ф
— T? E—я— к TT ( -x—shu chu +  —— sia p  cos p) +  h2dpdu h4 dp  du '
Q / <9Ф3 , <ЭФз , ч- ^ —cch u sm p  + —— c shu  cos p)h2 du dp (215)
dobijaju se izrazi za napone u obliku:
л = —1 m = 0 sh?u
chu
+AnmP?Q™+1(2m + l ) { n - m + l ) - ^  -
ch?v,
A-nmPnOni 2m +  l)(n, +  m +  l ) ^ 2^  +
AnmP™ Qn 5'^2и (n  +  m +  1) X
[2ш +  2 +  (n +  m +  2)sh2u\ —
AnmP™Q™+1-PP-(m  +  1)(гг -  m  +  1 )chu +
C c h u  COS l^ 'P n m P ri- \ - iQ n + l  ~b
2cmchucos(pCnmP™+1Q™+1 +
2c(n -  m  +  1) cos i fiC r tm P ^Q ^c h u  -
2 c ( n  +  171 +  1 ) COS p C m n P n + l Q n  +
+ cm (m  cb?u — l)chucosip™ C 'm P ^ гQ™+1 + 
с(2тп +  1)(тг — m  + l)c/i3ucos(pC'nmP ^ i1Q„j.1sh2u
- c (2 m + l) (n  +  l + m)ch2uco sip -^ j^C nTnP™+1Q™
ch?u
+2с(тп + l ) (n + m  + cosipCnmP™+1Q™ +
c chu cos ip [(n — m) (n — m  +  1 )sh‘
(2m +  2) (n -  m +  1 )}CnmP^+1Q^+1) -
c o  тг -j
I ]  5 Z  ^  ( m  c 2  C° S 2  Р А г т Р п  Q n  +
'U
n = - lm = 0
с2(п - m  + 1) c o s -  
c2(n +  1 +  m) cos2 ifAnmP^Q™ -  
c3shu  sin2 џ> cos ^C'nmP ^ 1Q^+1 +  
c3 m c/zu cos3 рСптпРп+lQn+l + 
c3(n - m  + Pjchu cos3 ip C ^ P ^ Q ™ ^  -
c3(n +  1 +  m)c/m cos2 <pCr,mPnQn-[-\ -
c2m ch2uAnmP™Q™ -
c2(n -  m +  l ) c k A ,mFnmQ :+1 +
c2(n  +  m  +  ^ h 'u A ^ F Z Q ™  -
C3SJl2uchu  COS pCnmP™+1Q™+1 —
c3m  ch?u COS <pCnmPn+lQn+l -
C3 ( n  - m +  tfctfuCOSipCnmPn+iQn+l +
c3(n +  m  +  1 )ch2u  cos pCnmP™+1Q™) +
СО П 1
5 1  Y ; ^ 2aCmchuCOSVCr>rnPn+\Qn+l +
n = - l m = Q  П
2 ac(n  -  171 + l)chu  COS pCnmPn+\Qn+l —
2ac(n  +  1 +  m) cos <pCnmP^+1Q ^  -  
(2 -  a)c(n  +  m  +  1 )  cospCnmP™+lQ™ +
(2 -  a)c(n + m +  1 )chuCnmP™Q™+1)
a ^  yv 1 ,m (mcos2y> — l)
n = —1 m = 0 sin2 </?
4 pmf-yn SMvm1 n 4>n
2
(2m +  l) ~  2~~ (tî +  m  + 1 )An7nPnQ™ +  sin p
{ 2 m + l ) ( n - m + ^ A n r n P ^ Q ™ ^ ^  -
Sin p
2 ( m  +  l ) ( n  -  m  +  l ) A , m C + i< 5 ” - ^  +
Sin. (/3
(тг +  m +  l)[2m +  2 — (гг +  m +  2) sin2 <£>] x 
X -r \-A n m P n Q n  -  cchu COS pC nm P ^Q ™ ^ ~
S1H
2cm chu cos pCUTnP™+1Q™+1 +
2c(n + m +  1 )chuCrtmP^1 Q™+ j -
2c(n -  m +  l)c/i'Ucos(pCnmPI^ t.1Q^+1 +
c(m2 cos2 p  -  -
Sin
9COS Ю
c(2m +  1)(тг +  1 +  m )chu—- ž P™ Q™+1 +sin' p  т
з
c(2m +  l)(n  -  m +  l ) ^ ^ c/^ - P nm Qn +
sm </9
2
2c(m +  l)(n  +  m +  l ) c / i u ^ ^ C „ mP™Ç™l+1 -
sin T
c[2(m +  1) (тг — m +  1) +  (n — m) (n — m  H- 1) sin2
y,chuCOS(^  c  p m n m \
ХСЛ\ т 2</? ™ ^n+l(*n+1' ~~
CO n
E E n((" - m + i y c h u A m P?QZ+1 -
n = - lm = 0
с2(гг +  m  +  1 )ch2uAnmP™Q™ +  
c2m ch2uAnmP™Q™ +  
c3sh2u chu cos ( p C ^ P ^ Q ^  +
C3(n - m +  1) eh3 U COS ^CnmPn+lQZ^l ~
c3(n +  m + 1 )ch2u cos ipCnmP^_ XQ™ +  
c3m ch3u COS (pCnmPnArlQn+l -  
c2m  cos ipAnmP^lQ ^  +  
c2(n + m  +  1) cos2 ipAnmP™Q™ -  
c2(n - m  + 1) COS ipAnmP ^ xQ™ +  
e 3  sin2 i f  chu cos <yCrmP ™ + iQ n +  !  -  
c3m cos3 ip chuCnmP™+1Q™+1 +
С3(тг +  m +  l)c/m cos2 ^ „ m-P™Qn+i -  
c3(n - m +  1 )chucos3(pCnmP^+iQ^) -
co n
Y  Y  -n ((2 -  a )CmchucOSPCnmPn+lQn+l
n = - l m  =  Q n
(2 -  a)c(n + m +  l)chuCnmP™Q™+1 +
(2 -  a)c(n + 1 -  m)chu  cos ^ т ^ ц С п )  “
oo n
]C  72 (2a C COS pCnmPn+lQu+1 -
n = - l m = Q  П
2ac(n + m +  1 )chuCnmP ^ Q ^ .1 +
2ac(n - m  + 1 )chu cos ipCnmF?+lQ™+ j ) +
OO 77 J
E  Y  7m((2 ~  Q)c(n ~ m +  l ^ / m c o s ^ ™
n = - lm = 0  Д
x ^ h-i QÎh-i -  (2 -  a)c(n +  га +  1) cos(рСптп x 
P ™+iQn +  (2 -  a )cm  chu cos <fCnmP^]-1Q^+1)
co n 1 2 \
E x -^  1  ,771 C O S (D) ,Y  ~ ^ г ( i 2 ArmPnQnn=-lm=0 11 Sm Г
, , cos2 up
(n  + ™ + i ) — 2 ^ A m p? Q Z  +
( n - m + i  -
sm <p
e chu cos p>CnmP™+1Q™+1 +
COS3 (/?c m  chu~ 2~ С птпP™ JQ™ -  
s i n  <p
, , cos2 <p
c(n +  m +  l ) — 2-cb u C „ mP™QZ+1 +  
c(n — m  + 1 ) с ћ и ^ ^ С птпР ^ ^ +г +  
(n -  m  +  1) — —A mnPn -
j 2
(n + m  +  l ) - ^ . 4 mnP ^ g ^  + 
ch2u
тж АтР^  +
cchu  cos ipCnm j Q™+ j +
c(n -  m  +  1) ^ oos^ c '™p ™+i'?»+i -
ch2
c(n + m +  1) ^  COS ip C n m  P ^ - i Q n  + 
c/l3U
C m choi COS P^^-^n+lQn+l) +shu
CO n
53 53 I i ( ( 2 ~ û)c(n -772 +  1)с7ш COS
r a = - l  m = 0  П
X^n+lQn+l -  (2 -  û)c(n +  772 +  1) COS <^ 7nm X 
C + lQ n  +  (2 -  a)c 772 chu cos ^ mPnm+ig^ +1) -
с о  n  ^
53 53 Г+((2 - а)°™ chu cos ipCrnnPn+iQn-пn=—l m=0 n
- (2  -  a)o(n +  m  +  l)chuC, +
(2 -  a)c(n -  m +  l j d m c o s ^ p ^ ^ "  ,) (218)
u^ip E°° 1 ,m 2 chu cosip)




(n — m +  l H ^ C + Æ  + + -  +sia <£>s/m
m (n  — 772 +  l M ™ P n™ Q - +1 -
sm ip shu
, , 4 cos (27C/222 ,
ГЛ(Т2 +  772 +  1) ------------  A^raP^Q™ -
Sia </?S/TU
(n +  m +  l)(n  — m + 1 )  
1
COS i p
(n — m +  1)"
shu sin ip
shu  sin ip
A m Æ iQ S V  1 +
, , chu cos о?(n +  m +  l ) 2- -------P
sm pshu
A p m / y n  ^nm1 я Vn
chu
(n +  m  +  l)(n  -  m  +  1) - A m P ^ Q
shu sm <p
c shu sin tpC nnP ^Q ™ ^ -
Cm sinp f h ^ Cnm^ Q^  -
ch2u
c{n + l -  m) sin V-^Cnm PZ+ iQ n+ i +shu
chu
c(n + m +  1) —  sin pCnmP™+xQ™ +
, COS2 i p
c m sh u — ^ C nmP ^ xQ™x -  
sm ip T
, . COS i p
ein +  m  +  1 ) s h u - ~ - C nmP™Q™+x + 
S in t / )  T
2
c ( n - m +  1 )shu-^- ^ CnmPn+lQZ+l +  
s m  ip
,  ch*u c o s y
sfrusiny; "+lV”+1
, . cos ipchru
c m ( n + m  + I ) - - -  , CnmPZ'QZ+i +
cm (n — m + 1 )
sin pshu  
ch2u cos2 ip 
shu simp 
ch2u cos2 p
П  p m  r \m  , n+lVn+1 f
cm (n _  m + 1) -
shu sin <p 
, . cos2 ipehu
cm {n  +  m  + 1)l t a ^ 7 c '”- p»+><5 "  -
c(n +  m +  l)(n  -  to +  1) и Спп,Р%Яп+л +
c ( n - m + i y CO!?'fich2u
sin pshu
p i p m  глт  , VnnJ n+lVn+l ~rsin pshu
c(n + m  + l ) 2 SSÎVÇhi _
sm pshu
/ V , . cos2 ipehu
c ( n - m + l ) { n  + m + l )  — -P ----C nmP ™ xQ™) +
sh u sm p  ^
00 n  I POS LD
YL Y2 T2{c2m chu shu—--- AnmP™Q™
— J *-— J M  4 c m  m
n =  — 1 m = 0 sin (fi
c2(n +  m  +  1 )chu shu———AnmP™Q™ +sm уз
1
c2(n — m 4 -1)chu shu—----AimP^+iOnsm p
c3ch2u sh u  sin <pCnmPn+iQn+i +
2
c3m ch2u Sh u C^ ^ C nmP ^ Q ^  -  
smip
c3(n +  m +  1)ch2и shu  ^  ^ C ^P ™ <9™+i +sm p
2
c3(n -  m +  l)c/i2u s / l u ^ ^ C m71Pпm+1Q^+1 +
sin y?
c2(n -  m +  1) sinp  cosp - Y ^ A r i r n P ™ -
chu
c2(n+  m  + 1) sin p  cos p  - AnmP™Q™ +
shu
(?m sin p  cos p (^ A nmP™Q™ +
c3 sin p  cos2 p  shuCnmPZnQZ-i +
ch?u
c3(n -  m  +  1) cos2 p s in p - ^ - C r .m P ^ Q  
chu
c3(n + m +  1) —r— sin p  cos2 pCnmPP iQn +  shu
C*m ~shu COs2 ^  SÌn ^ w»-FÏh-i<5S+i ) +
00 71 1 eh2«
E  5Z I l ( - ÛC(n -  m +  1)-TPPsinPC' ^ P^+1(5«+i
П = ~ 1  7 П = 0  Д
|ГП
7 J + 1
shu
chu
+ac(n + m  + 1 ) ^  sinp C ^ P ^ Q ™  -  
ch2u
a c m —^ -  s in 4>CnmPn+\Qn+\ +
a c m CCf  ^  s h u C ^ P ^ Q ™ ^  -  
sm p
ac(n + m  + l)sh u <Y ^ C nmP™Q™+1 +  sm p  T
o
COS LD
ac(n - m  + 1 )shu—— - C nmP™+1Q™+ j) 
sm p (219)
Izrazi za napone (216)-(219) dobijeni su korišćenjem rekurentnih formula (2.39)
i (2.41) [Poglavlje 2]. Sredivanjem dobijenih izraza, dobija se:
oo n
<  = E E P L * ™ - P
gde je:
n=—1m—0
7 7 З л pm  I tt4 / 1  pm pjm ,
T" unm r^jrn-r n-}-iVn ■
^пт^птРтг Qn+1 +  ^ n m ^ n m - ^ n H - l Q n + l ]
=  j ^ ( - ( m 2ch2u -  m ) - ^ -  +  (2m +  l) (n  +  m +  1)
X (2m —b 2 —(— (n -4- m -)- 2)s/i2wj)
C/i
ch2u n + m  + 1 
s/i2« s/i2w
771 C2 C2
cos2 (yC +  — (n +  m +  1) cos2 p  +  
c2 c2
— m ch2u -  — (n +  m +  l)c/i2u
1 , , w „ 4 е/ш^ ( - ( 2 m  +  l ) ( n - m +  l ) _  +
2(m +  1) (n — m  +  1) ~ )  +  r j ( n  -  m  +  1 )chu
UL i = - j ^ { n - m  + l)c o s p
Ui
h2(2 c(n +  m  + 1) cos p  -f
c(2m +  1) (n +  1 +  m)ch2u cos p
sh?u






(гг, +  m  +  1 )ch2u cosip — 
2ac(n +  1 +  m) cos p  —
(2 — a)c(n + 1  + m) cos </?
=  j^ (n  + m + l)c h u  cos2 <p + 
1
ui
p ( 2 -  o)c(n +  m  +  1)с/ш 
1
h2 {—cchu cosp  — 2m cchu cos p  — 2c(n — m +  1)
x c h u c o s p -c (2 m +  l ) ( n -  m +  1)——-ch3u co sp
sh2u
—с m im  ch2u — 1) - -- - - chu cos p  — c-—— chu cos p  
sh2u sh2u
\{n — m )(n — m +  1 )sh2u — 2(m +  l)(n  — m  +  1)] 
+2a c m chu cos (p +  2ac(n  — m +  1)с/ш cos</?) +
-Д- (c3shu  sin2 w cos p  — c3m с/ш cos3 cp — 
h4X
c3(n — m +  1 )с/ш cos3 <£> +  c3sh2u chu cos p  +  
c3m ch 3ucos<p + c3(n — m  +  l)ch3ucos <p)
(221)
gde je:







E E [*4»4»Лга<Э? + f L A т Р £ Л
n=— 1 m=0
Q tî+ I  +  ^Pnm^rcmPn Q n + 1
+ ^ L c u ^ m+Æ  +  ^ L ^ r + Æ + i ]
1 . т 2 cos2 p  — m  . . cos2 о? ,
Ы -------- 7 - f ----- + (2m + l ) - r -TL (n + m +  1)/г2 sm2^ sin </?
— (n +  m  +  l)[2(m +  1) — (n + m  + 2) sin2 y?]-7-^—)
c2 c2
+  — (n +  m  +  1 )ch2u — — m ch2u + h4 4 ’ /г4
c2 c2
— m cos2 p  — — (n +  m  4- 1) cos2 p  h4 r  h4K ’
— (—(2m +  l ) ( n — m +  1)  л—• +
h2 1 sin p
— , , ч / „ , COS p . c2  . -
2(m +  l)(n  — m +  1J ——2—) +  те(п — тп + 1) cos</?sin p h4
c2
~/i4( n  — 771 +  1)с/ш
=  — (-2 c(n  +  m +  l)chu +
(2m +  1 )(n + m +  ]hcchu——J^—
sin p
cos2 p
2 c(m  +  1) (n +  m  +  1 )chu—
sm2 p +
2 ac(n  +  m +  1)с/ш +  (2 — a)c(n +  m +  1)с/ш)
h4(n +  m -f-1) cos2 p  chи
(222)
<p5 г пт — (n +  m  +  l)ch2u co sp  —
h2 
1
(2 — a)c(n  +  m  +  1) cos<£>
=  —  (c chu cos p  + 2cm  chu cos p  +
h2
2 c(n — m + l)chucosp  —
/ 2 2  COS pc(m cos p  — m )chu— «-----
sin2<£>
fn % / % . cos3 p(2m +  l)c(n  — m  +  1 )chu— ~----b
sin p
c[2(m +  l)(n  — m  +  1) +
(n — m )(n  — m  +  1) sin2 <p]chu cos ^  ) _
sin p
c3 c3
~ s h 2u chu cos p  -  — (n -  m  +  l)ch3u co sp
c3 c3




m  Icos3 p  chu + — (n — m  + l) cos3 p  chи
r—r2acm  chu cos p  — hA




S  | 9 L 4 „ c q :  +  е^.4„™ р„т+1о ?
'jm
*n+l
+ ö L c » , ^ +1« ?  +  e l c „ mF™ j Q - ,] (224)
e i_  =
e
e
/ COS P  . . Ч_.Х_ЛЭ <LS
(—m ——о----h (n +  m  +  l) . 9 b
sm p  sm p
, .c h 2 и ch2 и. 1
(n + m  + 1)7 i Ä - m 7 i Ä b
cos2 p
e2 =
=  — ( r i — 7 7 1 + 1 )
sin2 p  h2 
chu 1 
sA2m h2




c(2 — a) (n +  m +  1) chu) —
h2
ch2u
(c(n +  m +  1) cos p  — 
sh2u
(2 — a)c(n  +  m  +  1) cos <p) —
h2
cos3p  cos3 (p ,(—m e  chu—^ ------c(n — m +  1)— chu —
' ; sin2(/Psin2 <p
:(n — m  +  1)
eh3 и 
sh2u cos (p — m e
eh3 и 1
s V u ^ h ? (225)
gde je:
T, E E KmAm-CQ? + m71 +  1n=—1 m=0
->3 4 dot / i m  I ir>4 m
+ l^n+l 
m
r .L  =
+T„+A,mf^ +1Q”  +  T ^ A ^ P ^ Q
I T 5  E '  p m r \ r n  , д п б  p i  p r n / - ) 'Vn 1 пгпу пТпГn Vtj+1
_l t 7  p i  p m  p \ m  I t ->8 p i  p m  p i m  ] Т 1ш п ^ т Ј n+iV„ ' 't nm^ 7i7n-r n+iVn+lJ
1 , m 2 cos ipchu
h2K sin (pshu
, . с/ш cos <p
m{n  -f m  +  1)—---- ;------ h
shu  sin ip
, „ N cos (лс/гиm (n +  m +  1 )------- ------
sm
(n + m  + 1 2- :- ' j ) + 
sin <^s/m
1 / 2 7 7 COS 9^t-т (e m chu sh u ---------
h4 sm p
с (гг +  m +  l)ch u sh u ---------
sin </2
2 / . chue [n + m  +  1) sm (/? cos ---- h
shu
2 . с/ш.e m sm </? cos <p---- )
shu




(n + m  + l)(n  — m  +  1) —_EEI—E—Л +
sin <p shu
„2











— ( - m ( n -  m +  1)—- - ------h
h2 shu  sm p
, . .  . 1 с/шл
( n  +  m  +  l ) ( n  -  m +  1 ) - --------- 5— ) +sm 93 s /ш
c2 chushu
—-fn -  771 +  1)--- ;------h4 sm</?
1 ,  - 2  1 1
~  7 -h2 sm p shu
1 , , ~cos ipchu
c n + m + 1  у - ------ —
h2 sm p shu
1 . cos<^
— (cm +  m +  l j s /ш -------- H
/г2 sm (/3
cos pch?u
c m (n +  m +  1 ) —---------- --— \-sin p shu
. cos tp ch2u
c(n +  1 +  m)(n — m +  1) —---------- r---------4 sin 93 shu
ч ; cos p .
û c  n  +  m  +  l j s n u —------ ) —
smy?
— (n +  m + l)c fc 2u s / w ^ ^
h4 sm </з
1 , / ^  . chu
- ( - c ( n  +  m +  l)sm <p^ +
. cos2 p chu
cm[n +  m +  1 ) —;----------r-------hsm p shu
, . . . с/ш cos2 p
(n +  m +  l) (n  — m +  l i e —------- ;---------- Ь
s/ш sm(/3
/   ^ \ chu , 1oc n  +  m +  11—— sin^) — 
shu
(n +  m +  1) ——  cos2 p sin ip 
h4 s/ш
1 . , , c/l2U
—  {e shu  sin </з +  c m s im p - -------(-
n2 s/m
. c/i2u cos2 tp
c[n — m + 1) sin(/3—;------cm  shu
shu
. cos2 p
c(n — m  +  l j s /ш —:----- cm
sm p
2 ch?u cos2 p
:m(n  — m  +  1)
sin 93 s /ш sin (/3
c/l2ll cos2 p  
shu  sin p
ст(п  — m + 1) ch2u COS p
shu  sin p
c(n — m + 1)
2ch2u cos2 p
sin pshu  
ch2u
ac(n — m  + 1) —;— sin p  — shu
ch2u . cos2 w
ac m —r— sin (p +  c a m  shu --------- b
shu sin p
. . . cos2 p.
Qc(n — m  + 1 )shu --------) —
sin p
^_ rh2.. , c3„ . t 2 . . . t ..COS2VP
h4
ch2u s h u s m p  +  — m ehr и shu—------ b
Л4 sin</?
L. , , ,  ,2 . COS <p—  (n — rn +  1 Jen u snu--------- b
h4 sin (/2
/г4
sin</?cos2 p sh u  +




cos p  sm p (227)
=  п I =  0 (228)
Koeficijenti(221),(223),(225) i (227) dati su u navedenom. obliku da bi se mogio 
pratiti njihovo izvođenje iz prethodnih izraza, Može se izvršiti transformaeija nave- 
denih izraza i dobiti u jednostavnijem obliku. Da ne bi bilo ponavljanja istih izraza, 
u okviru osnovnog teksta disertaeije daju se koefieijenti u transformisanom obliku. 
Dobijeni izrazi za napone predstavljaju dodatne napone izazvane uticajem šupljine. 
Određivanje ukupnih napona daje se u osnovnom tekstu disertaeije.
2. Izv o đ en je  iz raza  n a p o n a  za s lu ča j m = 0
Ako se u opštem rešenju koje je analizzano u prvom delu ovog priloga postavi 
uslov da je m  =  0, rešenja se dobijaju preko običnih Ležandrovih funkeija
Ako se naponska funkeija (201) prikaže uzimajući u obzir rešenje diferencijalne 
jednačine:
Ф =  fnPn(cos<p)Qn(chu)
п=0
dobija se sleđeća jednačina:
c o  c o
ф =  Y  An?nQn +  C chu cos p  Y  CnPn+1Qn+1 (230)
n =  0 т» = — 1
Harmonijske funkcije Фо i Фз (1.6) na osnovu (230) dobijaju sledeći oblik:
CO OO
Фо =  E  AnPnQn ; Фз =  Y  CnP.+iQn+i (231)
n=0 n= —1
U cilju skraćivanja izraza uvodi se sledeće:
Pn(cosp) = Pn ; Qn(chu) =  Qn ...
Kao i kod opšteg rešenja i ovde je potrebno definisati i izvesti određene izraze:
(9Ф 00 / °°
—  =  Y  AnPnQnsh u +  cshu  cos p  Y  Cn-Pn+lQn+l
°U П= 0  n= - 1
OO
-j~c chu cos p  Y  CnPn+\Q‘n^ s h u  (232)
73 —  —  1
0Ф
<9<p Y A n Q n P 'A -  sin<p)73-— 0
OO
c chu sin tp C'n^n+lQn+l
7 3 = — 1
OO
— cchucos(p Y  (-'nPrj+i sinpQrt+1
n=—1
(233)
д Ч  
du2
OO
Ц  A nPn[QnSh2u +  chuQ‘n\ +
n=0
OO
c chu cos p  Y  CnPn+lQn+l
Tl— — 1
OO
+ c shu cos p  Y  CnPn+iQn+ishu
7 3 —  1
OO
-fc s/ш COS <p £
7 3 —  —  1
OO
+cchucosp[ Y  CnPn+1Q"+1s/i2u
n= — 1
OO
“h ^  ^ CnPn+ iQ7l_^ c^h'u]
7 3 —  1
oo
д2Ч>
dip2 Ё AiQnlsin2 <pP" -  cos pP'n]n=0
oo
- c  chu cos <p E  CnPn+1Qn+1
П — — 1 
CO
—c chu sin. p  E  Cn K -n (~  äv-ip)Qn+1
n=—1
OO
-cchu{-sm < p) 53 C„P^+1 sin ^n -t-i
n=—1
OO
- c  chu cos </?[ 53 C'nP’n-i-^-siiK/?) sin</?(5n+i
Ti=— 1 
OO
P E  ^n-Pn+ icos pQn+i] (235)
n= —1
дидр E  AnPn(— sin p)Q'nshun—0
OO
+ CSM ~  sia <p) E  CuPn+iQu+i
n = — 1
OO
+С5?Ш COS ^  E  ^ -P n + l( - sinP)Qn+l
77— — 1
OO
+ c c /iu (-s in ^ )  E  CnPn+1Q'n+1shu
Ti—  1
OO






72 — — 1 
OO
=  -  E  CnPn+lsinpQn+l
n = —1
(237)
Ako se definisanl izrazi (232)-(23/) uvrste u jednačine za određlvanje naporia (215) 
dobijaju se naponi u obliku:
<  =  ~ ~  Ž ( ^ 7 K n + 1H 2w + l]A ,P „Q „
(n +  1 )chu
------ sh?u— A^P^Qn+i + c chu cos pCnPn+lQn+1
+ 2cœ s(p(n+  l)chuCnPn .^1Qn^ 1
2c{tl cos \Qri
ть 1
Pc chu cost/?- io  (n sh 2u — 2)CnPn+iQn+1 shAu
TL "I-  1
P2c chu cos p ———chuCnPn+iQn
sh2u
2 _ (n + l)c h u
Pc ch и cos p
sh2u 
n P l
C n P n - ^ lQ n -r l
—c ch и cos p  - '- 2 CnPn+iQ.
—2ac cos p (n  P  l)c/iî/CnPn+1QTH.1 
p 2 a c co sp (n P  1 )CnPn+1Qn 
- (2  -  a )cc o sp (n P  l)chuCnPn+iQn+i 
+(2 -  a)c cos +  l)C nPn+1Qn
-(2  -  а)сс/ш (п +  1)C7JQ7î+i P„
+(2 -  a)c chu(n +  1) cos pCnPn+lQn+1) 
1 00
+ M 53 (c2c/iw(n+l)AnP„gn+1
n  n = - X
- c 2chu{n +  l)chuAnPnQn 
p c3sh2u chu cos pCnPn+1Qn+1 
Pc3ch2u cos p{n  +  1 )chuCnPn+iQn+1 
-  c3ch2u cos p ( n P  1 )CnPn+1Qn 
+c2 cos2 p(n P  1 )AnPTÌQTÌ 
- c 2 cos p(n  P  l)A nPn+1Qn 
Pc3chu sin2 p  cos pCnPn+iQn+1 
+c3chu cos2 p{n P l)C nQn+1Pn 
- c 3chucos3p (n +  l)C„Pn+1Qn+1)
1 ,n  P  1
Д2 (g-^ 2 ^  ('П. +  1) sin C^’]y4nPî1(2r
(n +  l)c o s^
sin2 )^ " n+lVn 
- c  chu cos ^С„Р„+1д „ +1 
+cc/iw(n +  i ) c T3png 7ì+1 
- c  chu cos <£>(n +  l)C,nP„+1g ri+1 
+cchu[n P  l)C nPnQn+1
- c  chu cos p{n  +  1)СпРп+1фп+1 
Tl- -f- 1
+2c cos2 <p— —chuCnPnQn+i
sin <p 
Tl -f- 1
-c c h u  cos ip , 2 (n sin2 ip -f- 2)CnPn+1Qn+1
S i n  ip 
71  - f-  1
— С с / ш  COS2 ^  5— C n - P n Q n + l
Sin <£>
+c c/m cos3 p ^ Y ~ C nQn+1Pn+1) 
sin  <p
^  COY  (c2chu(n+  l)A ,P „g „+1
77^  — 1
- c 2ch2u(n + l)A nPnQn 
+c3sh2u chu cos ¥?Cn-PrH-i<5n+i 
+c3c/i3i/(n +  1) cos (pCnP„+iQn+i 
- c 3ch2ucos<p(n + l)CnPn+1Qn 
+c2 cos2 <p(n +  1) AnPnQn 
- c 2 cos <p(n +  l)A nPn+ig„
+С3с/ш sin2 ip COS <^С„Р„+1(5п+1 
+с3с/ш cos2 ip(n +  1 )CnQn+1Pn
- c 3chucos3<p(n + 1 )С„РП+ iQn+i)
1 00
+ Y  (2aCchu(n + 1)CriPnQn+ln=—l
- 2 a  c chu(n +  1) cos <pCnPn+1Qn+1 
+(2 -  a)c cos (pchu(n+ l)C nPn+1Qn+1 
- ( 2 -a)ccos< p(n+ l)C „P n+1Qn 
+(2 -  a )cc /m (n +  l)C nPnÇn+1 
- (2  -  a) c(n + 1) chu cos pCnPn+1Qn+1) (239)
=
1
h? Y  ((n + !)^n=—1
( n  +  1 )  COS ip
С° Џ К Р М „Sin ip
sin2 ip nPn+lQn
+cchu  cos ipCnPnJr ! Qn+1
T , . cos2 со
+ c c h u ( n + l ) - Y - C nPnQn+1 
s m  ip
cos p
—cchu(n  +  l ) -:- 2- CnPn^ Q n+1 
sin <p
cJlZL
_ ^ ^  +  1)A jjP nQ n+ 1
с/г2и . . „ „  л
+ +  l)AiPnQn
- c  chu c,ospCnPn+1Qn^
~ cchzu(n + \ ) <^? - C nPn+iQn+1
+ cch 2v . ~ ~ ( n +  l)CnPn+1Qn
+(2 -  a )c cosp in  +  l)CnPn+1Qn 
+  (2 -  a)(n + l)cchuCnPnQn+1)
1 00 c/i2u
— J ]  ( - ûc- ^ - (n +  l)sm ^ C nP„+1g n+1
chu ,
+aCshu^n  +  ^  SÌnР О Л +iQn
COS p  ,
- а с - ---- (гг +  l)s/mC'nPnQ„+1sin p
cos2 p
+ ac—----- (n +  l)s/m CnPn+1Qn+1)
Sin</9 '
_ 1  f '  ( (n+1)2cQsy4 p c
A2„ è v  sinpsJm  ^ ” g "+1
, (n +  l ) 2
s/iw sin (/?
(тг +  1)2с/ш cos ip
Aî-^n+iQn+i
A -n P -n Q  nshu sin(^ ? 
( n + l ) 2c/m
7 . ЈЛ.n-Ln-\-lWnshu simp
Cshu Sin pC nP n + l Q n + l  
shu  COS (/9
sin <p -(n + l)C nPnQn^
cos2 99
+ cshu(n  + 1 )—— p „p n+ig n+1 
s m  p
c chPu sin p  , „




( n  +  1  ) C n P n + i Q nshu
(n +  1)2
-  c ch2u cos p \ — H^C'n-PnQn+l shu  sin p
+c ch2u cos2 e nPn+1Qn+1
sh u sm p
(n+  l ) 2
+c chu cos p —--- :-----CnPnQn
shu simp
2 (n +  l ) 2
- c  chu cos p —— : CnPn+lQn)
shu  sin p
1 °° 71+1
+  ( - c 2chu sh u co sp —— AnPnQn




— c3ch2и shu sin pCnPn+1Qn+1
n + l-  c3ch2u shu  cos p -------CnPnQT1,1
sirup
71 I 1
+c3ch2u shu  cos2 p - -----CnPn+1Qn+1
sin p
71 I 1
+ c2 sin p  cos p — — AnPnQn+l 
shu
2 » • тг + 1- c  chu simp cos <p—r— A nPnQn 
shu
+c3shu cos2 tp sin pCnPn+lQn+1 
+c3ch2u cos2 p  sin p ~ — CnPn+1Qn+1
shu  
тъ [ 1
- c3chu cos2 p  sin <p——  CnPn+1Qn) (241)
Izrazi za napone (238)-(241) dobijeni su korišćenjem rekurentnih formula (2.38) 
i (2.40) [Poglavlje 2]. Grupisanjem članova beskonačnog reda dobijaju se sledeći 
oblici za napone:
° u  —  W n A n P n Q n  +  U 2A n P n Q n+ in=—1
+U3AnPn+1Qn +  UXnPn+iQn
pU nCnPnQn+i +  UnCnPn^.iQn^ij (242)
gde je:
r r l  1 n  +  1 r/ 4 0
” ~ + l s^h U + 1Ì
C2 c2






h ^ c h u + h>(n + l)chu  
(?
~ ] ^ ( n + i jc o s ^
1 77- -j- 1
— —  ( —2c(n  +  1) COSp+Cch2UCOSp----- —
hA sh2u
+2ac(n  +  1) cos tp +  (2 — a)c (n  + 1) costp)
c3
— — (n +  1 )ch2u cos tp
c3 1
— (тг+ 1 )с/ш cos2 tp +  — (2 -  o )c (n +  1)с/ш
n л/
— —  {cchu cos p  +  2cchu cos p (n +  1)
+cch u -  cos p in sh2u — 2) +  c '^ -~ c h zu cos tp 
s n 2 t i  7 sh2u
—2ac(n +  1)chu cos p ) +  —  (c3sh2и chu cos p
+c3(n +  l )ch3ucos p  +  e3 eh и sin2<p cost/?
—с3(гг +  1)с/ш cos3 tp) (243)
gde je:
= £  b iA » P nQ„ +  ^ Л , Р п+1<5„
n= —1
+(PnAnPnQn+i +  PnCnPnQn+i 




1 n  +  1 
h2 sin2 p
C2 c
+  (n +  1 )ch2u — — (тг +  1) cos2 p
[1 — (n +  1) sin2 tp] +  
e2
1 n +  1 C2
• COS tp +  J^(n  + 1) cosph2 sin2 p  
e2
~ J ^ (n + 1)cfew
— д^(2с(гг+ 1)с/ш +  e chu cos2 р^Р ^  ^ )
sin tp
1
~ J ^ ( n + 1)chu eoe2 p +  ~ (2 a c (n  + l)chu  +  




(n +  l)ch2u cosip -  — (2 -  a)c(n  +  1) cos <p




, n +  1 . 9
+ccnucosip— 5— nsm  (f +  2) — sin 9? ’
, П +  1 т
cc/iu— — cos — 2ac(n +  1)с/ш cos^)
С3 c 3




—  c /z M s in  (/7COS (/? +  +  l ) c / lU C O S 3 (^ ) (245)
gde je:
аг = E lejA-PA + e 2„A„Pn+1Q n
п =  — 1
+G 3AnPnQn+1 +  Q 4A P n Q n + i  






1 // , ^ c o s V  / A ,, 2((тг+ l)-r~2 h (n +  1)—r——) n2 sin </? 7 sh2u ;
, 14 coste I- ( n  +  l ) — ^ 2  — 
sin2 ^  h2
, лл chu I
^ + i« + (2- ^ 4
, ,ch2u
c(n+  l ) [ ^ 7 7  -  (2
sh2u
, , cos3 tei — chu— »— 
sm te




c (n +  l) 
h2
T«% = E KAeV3„ + r„4,P„Q„+l
n = —I
+тп3А Л +1<г„ + r„aA,P„+lQ„+l
+T^CnP„Qn + T„CnP„Qn+l












1 (п +  l ) 2chucosp  с2 cos р .  .
— тч-------7---- ;-------------— chu shu—------(n +  1 )h2 s hu sm Lp h4 sm </2
с2 , , . chu— — (n +  1 j sm Lp cos p ——
П4 Sfili
1 ( n + l ) 2cos</2 c2 n + l
----- 5----- ;-----------b 7 - 7  sin Lp COS <j9---г----
h2 s hu snap h4 shu
1 ( п + 1)2с/ш e2 n + l
707— 7--- :---------1- — chu shu—----h1 shu sm p  h4 sm p
1 (n +  1)2
h2 shu sm p
1 , s0chu cos p
= ~ ^ ( n + l ) 2—h2 shu sm p
/ , 1 T cose/? 1 . shu cos p= -a c (n  + l ) — sh u -r - T - — ( - c( n + l ) — T----£
sin p  h2 sm p
2 ( f i + 1)2 . c3 2 n + l-c c /i  u c o sp —— ;---- ) -  — ch и shu cos p -------
shu sm p  h4 sm p
T 7 =-*■ *r> , , ,  1 . chuac(n + 1 + s m * ,—
, 2 (тг+1)2—c chu cos p
1 , , „, chu sin p_ ( C(n + l ) ----------^
shu
)
c3  - (n +  X) „ . 2
'ЈТО __
- — chu 
h4 shu
ch2u
shu sin p ' 
cos2 p  sin p
a c y y - { n  + T) sin p  + a c ( n + l ) s h u ^  ^
sm p
]_ £OS^  (Л
+ ^ ( c s / i u sin (/2 -  c(n +  l)s /m —  ^
sm (,(9
, .c/z2w . ( n + l ) 2 ,+c(n +  1) —-— sm p  — c ch2u cos2 <z>--------
shu sh u s in p
сз cos2
+  7 7 (-sA nc/l2lt sin P  +  ch2U sh u -;S ^  (n +  1)
sm p
+shu  sin p  cos2 p  +  ch2u cos2 p  sin <72————)
s/m (249)
Tu6 о ; =  0 (250)
Dobijeni koeficijenti za odredîvanje napona daju se u jednostavnijem obliku u 
osnovnom tekstu disertacije.
PRILOG BR.Ill
R A Z V ÏJA N JE  F U N K C IJE  
O P T E R E Ć E N JA  U R E D  P O  
L E Ž A N D R O V IM  P O L IN O M IM A .
0  D R E D  J I  VAN JE  K O E F IC IJE N A T A
Pri određivanju koordiiiata tenzora napona pojavljuje se beskonačan broj nepoz- 
natih konstanti. Konstante se određuju na osnovu zadatih granicnih uslova, cime 
se dobijaju sistemi algebarskih jednačina. U cilju rešavanja sistema algebaxskih 
jednačina potrebno je razvijanje funkcija u red po Ležandrovim polinomima. Razvi- 
janje u navedeni red uslovljeno je načinom rešavanja algebarskih jednačina iz- 
jednačavanjem koefìcijenata uz odgovarajuće Ležandrove polinome.
U red po Ležandrovim. polinomima razvijaju se funkcije koje predstavljaju zadate 
granične uslove na površi šupljine. Granirmi uslovi dati su po naponima au i rutf. 
Veličina navedenih uapona na površi šupljine zavisi od postojećih primarnih uapona
1 opterećenja sa unutrašnje strane šupljine.
U okviru disertaci je razmatran je problem razvijanja funkcija kod određivanja 
naponskih stanja oko sferne šupljine i šupljine oblika izđuženog obrtnog elipsoida. 
U ovom izlaganju istim redosledom se prikazuje i anaiizira razvijanje funkcija i 
određivanje koeficijenata.
l .A n a liz a  ra z v o ja  funkc ije  i o d re đ iv a n je  
koefìc ijen a ta  za  sfe rn u  šu p ljin u
Polazi se od definisanih relacija za razvijanje funkcije (2.44) i (2.46) i određivanje 
koefìcijenata (2.45) i (2.47) [Poglavlje 2].
P ri marni n aponi u sfernom sistema koordinata dati su relacijama (3.3) [Poglavlje 
3] u obliku:
=  7 (Я  — rcos(p)[——— sin2 +  cos2 (pi 
1 — и
2u -  1
rr^  =  7 (Я  — r cos(/?)—------ sin (p cos (301)
Primenom (2.44) na relaciju (301) dobija se: 73
73 — 0
gde se koeficijeiiti A,г određuju (2.45):
2 n  +  1 [Ћ ,
A  =  — г —  /  “ n  s m  pdip
j-> Jo
Ako se (301) uvrsti u (303): 
. 2 n  +  1
A  = r cos a )[
z/
1 - V2 yo 
X Pn sin ipdip
Iz (304) integracijoni se dobijaju koeficijenti:
1 1  + IS
A  = - z H i ----- -3 и — l
, 1 3 - z /
A  = ----- 7о и — 1
 ^ 2 гг 2 z / - l
3 z/ — 1 
A3 =  ...
Primenom (2.46) na relaciju (301):





' r i p
__ V^OO— z^n=0
Bn (2 n +  1 )(n -  1)! 
27г(п +  1)!
Ako se (301) uvrsti u (307) :
gde je
B-n (2 n +  l)(n  — 1)! f - /Tr
1 7 ( n + l ) !  J X я - r  c o s , ? )
sin ip cos ip sirupP^dip




Iz (308) integracìjom se dobijaju koeficijenti
В  ! =
B 2 =  
=
1 l - 2 i /
5r 7 7r(z/- 1)







Opterećenje sa unutrašnje strane sfem e šup ljine  dato je relacijom (3.20) 
[Poglavlje 3]:
Primenom (2.44) na (310) dobija se :
OO
р{ч>) = 53 K pn
n=0
gde je
y 2 n + 1 r* , N . .
A i = — 3—  Jo p{(p)Pnsm<pép (311)
Red (310) može se razmatrati sa različitim brojem članova reda, Rešenje in­
tegrala (311) se ovde ne navodi, jer se integraci ja detaljno daje kod razmatranja 
elipsoida.
Ako se određeni koeficijenti (304), (308), i (311) uvrste u sistem (3.17) dobijaju se 
nepoznate konstante. Za neopt.erećenu konturu slobodni članovi sistema jednačina 
uz uvođenje oznaka postaju =  An\ =  Bn. Za delimično opterećenu konturu, 
za deo opterećen sa unutrašnje strane opterećenjem p(<p), slobodni članovi sistema 
jednačina (3.17) se određuju: =  An + A^, S* — B n. Iz navedenog se zaključuje
da se promena graničnili uslova svodi na promenu koeficijenata razvoja tj. slobodnih 
članova sistema jednačina na osnovu kojih se određuju nepoznate konstante.
2.Analiza razvoja funkcije i odredìvanje 
koeficijenata za eliptičnu šupljinu
Polazi se od uslovnih sistema jednačina za određivanje nepoznatih konstanti
53 (Arì[an-2Pn~2 +  +  ап+2Рп+т\ +
77 —— 1
Cn[bh-4Pn-4 + b„_2Pn-2 + b"np n + b„+2Pn+2 + Ь„+4Рп+4]) =
oo
+  Яп-2^п-2 +  q^P-D + 9n+2a+2 +  ^n+đCi+j]) (312)
n —0
5 3  (А з [°п -3 -Р п -3  +  Q n - l P n - l  +  ° n + l P n + l +  а п+3-Рп+з] +
77—  — 1
+ 0 ,K -3 ^ n -3  +  Ь1_гРп-1 +  b^+1Pn+1 +  b^+3Pn+3 +  b„%P„+5]) =
CO
( ln [ s n - 5 ^n —5 "b S n - 3 ^ >n ~ 3  +  S - n - l ^ n - l  +  5n+l*^n-fl +  ^ п - ј - З ^ 3 +  5n-fб-^п+б])
п=—1
u kojima je za određlvanje slobodnih ciano va neophodno razvijanje fuakcija 
opterećenja u red po Ležandrovim polinomirna, odnosno određivanje koeficijenata 
razvoja,
Primarni naponi u sistemu koordinata izduženog rotacionog elipsoida definisani 
su relacijama (5.5) za elastični model
о .pr _ 7 (Я  — c chu cos if) (
и ch2u ":~2sia p
1 — u ch2u — cos2 p
sh2ucos2p  
ch2u — cos2 p )
,2v — 1 chu sin ipshu cos p
'%> =  7 (Я  -  cchucosp)(- 
v 1 — 1/ chzu — cos'1 <p )
i relacijama (5.7) za hidrostatički model
Ou =  i H  = о ; =  О
Primenom (2.44) na relaciju (314) dobija se:
OO
«T = En=0
gde se koeficijent /7, određuje
2n 4- 1
Iz (314) i (318) siedi 
j 2 n  +  1








7 (U — cchucos<p)(
sh2u cos2 ip
1 — иch2u — cos2 ip 
) Pn si n pdp (319)
ch2u — cos2 p
U sistemu jednačina (312) pojavljuju se samo koeficijenti sa parnim indeksima 
7  Я
ko — [ch2u — 1 +  u{\ — 2ch2u)\
и — 1 
7  chu 2v — 1 
+  4 V - 1
(ch2u  — 1 )[(Я — cch2u)ln
chu + 1 , 
n-
Яш +  1
c/zu. — 1
+(cch2u  +  H)L.
chu — 1
157 Я(1 — 2v) l2  ,
— 777----- -г---с/г ulch u — 1 )2(z/ — 1) 7
бН'у chu{2u — 1)
+  4(i/ -  1) (l — 4 ch2u +  3 ch4u)l
chu +  1
i — — —
chu — 1
n-
Primenom (2.46) na relaciju (315) dobija se




(2 п  +  l)(n  — 1)!
2 п(п  + 1 )! Jo
? P ( J) sin <pépT' u i p
îz (315) i (322) siedi
_ (2n  +  l)(n  -  1)!
71 “  2тг(тг+1)!
/ -y (H  — c chu cos ip) 
Jo
2u — 1 
1 -  и
chu shu  sin cos .
x ---- U----------2----- pn sm <pd<pсћги — cos^
(322)
(323)
Zbog složenosti izraza, kao i činjenice da se primenjenim postupkom 
razdvajanja na parne i neparne koeficijente rešavanje sistema (312) i 
(313) svodi na rešavanje samo jednog sistema, a na osnovu dobijenih 
koeficijenata kn, u okviru ovog rada se zadržava na ovom obimu prikaza 
određivanja koeficijenata 1 .^
Pri razvoju primarnih napona za hidrostatički model (316) dobija samo ко =  a, 
a ostali koeficijenti su jednaki nuli.
Opterećenja sa unutrašnje strane šupljine elipsoida defìnisane su relacijarna (5,60) 
i (5.61) u obliku:
м<р)
oo
=  p E
3=0
4 (2 j  +  1)ît
{<P~ß) (324)/ _  . V olL L(2j +  1)зт 7Г — 2ß
pM
OO
=  p E
3=0
4 (2 j  +  l)rr
(*P + ß) (325), ч o l  U.(2 j  +  1)тт 2ß
Primenom (2.44) na (324) dobija se
Pi(v) =
77 — 0
gde je t broj članova reda (324)
Koeficijenti k'nt se na osnovu (2.45) i (324) određuju:
2n +  1
odnosno
^nt
2п +  1
1 7Г
. (27 +  1)71-,
хР п s in^d^ (327)
U zavisnosti od b ro ja  člaaova reda za određivanje pi(<fi) određuju  se koeficijenti 
knt na  sledeći aačin:
t = l
M<p) = Pl ^s m ^ Z P ß ( p - ß ) i  =
4 p тпр
P £oSmV ^ T ß
X ЋЧ> л
s°cos^ ]
gde je: E„ =  c c s ^  ; So =
‘■ oi
p e Q(2ß -  ж) . 2-Kß 
— -sm-
2nß 2ß — 7Г
кK 21  —
p£0( n - 2 ß )  . 2 ( i r -ß) i r  
2тт(тт -  ß) je — 2ß 
pö0( 2 ß - 7 r ) ,  2nß
+ 2*ß (cOS2 ß ^ -  4
p So (w -2 ß )  2 ( x - ß ) v  _
27г(тг — ß )'  7Г — 2/?
15pe0(7T -  2ß) . 2ћ(ћ -  3ß)
16(7T -  3ß)7T TT-2ß  
15pe0(7T -  2ß) . 2(2тг- 3/?)tt 
1б7т(27Г -  3/?) Sm 7Г — 2ß
15pö0( n - 2 ß )  2 т г ( т г - 3 / ? )  _
167Г(7Г -  3 /? )  Ћ ~ 2 ß
1 5 p d o ( 7 T - 2jd) 2(27т -3/?)7Г .









5p6o(2ß — тг) < 2тг/? (cos— --------- 1)
(328)
bp50{ n - 2 ß )  2 ( т г - / 3 ) т г
1 & ћ ( ћ  —  ß)  005  7г -  2/3  '
t = 2 :
Pi(<P) =  P[ - szn— (yi -  /5)] +7Г 7X — 2ß
4 . 37Г
K o r i s t e ć i  a r l i c io n e  f o r m u l e  i u v o d e ć i  s l e d e c e  o z n a k e
3 n ß£ l  =  COS- ; dj =  s m7Г—2ji3




_ Р ^ о (т г  — 2/3) . 2nß
s m-
k^22 —
2тг/3 " > - 2 / ?
P £ o { n - 2 ß )  . 2п{ћ -  ß )
2ћ(ћ — /3) sm " 7Г- 2/? 
р Д о (я - -  2 f f )  2ж(ж-0)  _  
2ir(TT -  /? )  (ж  - 2 ß  '
p 6 Q( n - 2 ß ) ,  2rrß
--------2 ^ r ~ (a>s^ - 4
б7г(тг +  /3 ) 7Г — 2ß
p £ i(7T — 2 /? )  . 27Г(27Г -  /3) 
б7г(27Г -  /3 ) S m  7Г — 2ß
, p ö 1( T T - 2 ß ) / 2тг(2я — ß)  
67г(27Г -  ß)  0^013 7Г -  2/3 ^
_ p ö ß n - 2 ß ) , 2* {*  +  ß)  _  n
б 7 г (7 Г + /3 )  7Г — 2/3 '
15р£0(тг -  2 /3 ) . 27г (3 /3  -  7г) 
1 б ^ ( 3 / ? - 7 г )  SZn 7Г — 2/3




ј ј р Д о ( јг -  2 f f )  2 jt ( 2 ìt -  3 f f )  
16тг(2тг -  3ß)  1 л  -  2 /3  1 J  
15р<50 (7г — 2 /3 ) 2 (3 /3  — 7г)7г
(330)
1)
5p£0(Tx-2ß)  . 2xxß
------ —— ---- - s in --------
I6wß, TX — 2ß
5pEo(iT — 2ß) . 2(tx — ß)n  
1б7г(7Г -  ß) Sm TX -  2ß 
5p50( 7 x - 2 ß )  , 2tx(tx — ß) _ 
167Г(7Г — ß ) TX — 2ß
+  16 Vß ^ — ß  -  Ц
5p£i(n  — 2ß) . 6nß 
+  48^? Si\ - 2 ß
5p£j(Tx — 2ß) . 6(тг — ß)n
------- -------------------------------— С7-П —  -------------- - 
487г('/г — / ? ) ' ” ’ тх — 2ß
bpöl (Tx-2ß)  б7г(тг-/?)
48тг(тг -  /?) 1 тх — 2ß
5p5i(Tx — 2 ß ) ,  Gxxß
-----------:--- :------c o s - --------
1)
48 Txß ^ ° T x  — 2ß  ^
5p£i(Tx— 2ß) . 2 tx( tx +  ß)
- —- ■ /------xxß-sin— 1— — -
A8tx(tx +  ß) UUIU n — 2ß
ß) TX5p£:(xx — 2ß) . 2(2------------------------------- — S 7 T i— -—
48tx(2tx — ß) тх — 2ß
5pöi ( ir -  2ß) 2tx(2tx — ß) 
487г(27г — ß) œS тх — 2ß  
5pö1(TX-2ß) 2tx(tx +  ß
- ~ Ш Р Т Ј )  (c°s ~ V C W  l)
к —^42 ~ (331)
Anaiognim. postupkom određuju se koeficijenti za usvojen veći broj članova reda 
t. S druge strane, izložen je postupak dobijanja prva dva paxna koeficijenta кы i 
dok se ostali koeficijenti k'4U к'ы ... odreduju anaiognim postupkom, a za usvojeno 
t.
Primenom (2.44) na, (325) dobija se
й Ы  =  kntpn (332)
n=0
gde je t broj članova reda (325)
Koeficijenti k ”nt se na osnovu (2.45) i (332) odreduju:
к -Knt —
2t i  - f i  1 Гr
/  P2(ip)pn sin (pdp 
Jo
odnosno
Jo PU  (2J +  1)* 2ß
I ovde se koeficijenti k”nt određiiju u zavisnosti od broja članova reda (325) :
t = l
4 Trip





2 pß , i r ( 2 ß - n )
-\cos---- -----------Ч7l(2ß — 7г) iß
2 pß f 7г(2/? +  7г)-{cos----—— - — 1)
Tc(2ß +  7г) 2ß
30 pß , ir(6ß-7r)
-[cos-----—--------1)8n(6ß — 7r) 2/?
30 pß , 7г(б/?+7г)-{cos---- —------- 1)
8n(6ß +  7г) 2ß
10pß t i r (2ß- i r)- {COS n 0— -  — 1)87t(2/? — тг) 2ß
10p/? 7v(2ß +  TT)
( c o s ------— — -  — 1 )




, Tv(löß -  7г)
^ ° S~ 2 / 3  -  «
630p/? 7г(10/? +  7г)
(cos----- —-------- 1)
128тг(10/? +  тг) 
270p/?
2/?
, 7г(б/? — 7г) .
( е т
7Г(6/? +  7Г) 
(“ s - --------^
18в0 .(созЩ -  *) _  х)
1287г(6/? — 7г ) 
270р/?
1287г(6/? +  7г)
647г(2/? — 7г) 2/?
18р/? тг(2/? +  тг)
-
7г(14/? — тг)
647г(2/? +  7г) 
13 . -462pß
1024 7г(14/? — 7г)
(cos
2ß 1)
462pß . 7г (1 4 /?  +  7г)-[cos-----——---------1)
7г( 14/? +  7г) 2/3
210^3 /г(10/?-тг)
™---------!)7Г(10/? — 7г) 2/3
2 Юр/? 7г(10/? +  7г)
(cos----- —--------- 1)
7г(10/3 +  Л") 2/3
42р/3 тг(6/3-7г)
(cos-----—---- - — 1)
7Г (6/3 — 7г) 2/3
42 р/3 7г(6/3+7г)
(cos---- —---- - — 1)
7г(6/3 +  7г) 2/3
Юр/З ( тг(2/3-тг)(cos- — - — 1)
тг(2/3 — 7г) 2/3
1°йй .(cos.t (2/? + ,t) _ i)
7г(2/3 +  7г) 2/3
к -К 81 ~ (336)
Koeficijenti k ”ni za t=2,3,4 ... određuju se analogno.
Pri određivanju koeficijenata, prvi когак je usvajanje broja članova reda (324), 
odnosno (325). Sa usvojenim brojern. članova reda t može se u relacijama (326) i 
(333) kni i kni zameniti sa kn i k”n , a  koeficijente odrediti u zavisnosti od t.
Ako se određeni koeficijenti (318), (322), (326) i (333) uvrste u sistem jednačina 
(312) dobijaju se nepoznate konstante. U navedenim si stem ima, jednačina koefici­
jenti kln (i=0,l,2) definišu se na sledeci način: 
k° = kn - neoptereéena kontura
kn = kn + kn - slučaj opterecenja sa unutrašnje strane šupljine opterećenjem tipa
(324) (SI.12.)
k% = kn + kn - sluča j opterecenja sa unutrašnje strane šupljine opterecenjem tipa
(325) (S1.13.)
U cilju razmatranja primene dobijenih rešenja u analizi prslina uvodi se naponsko 
primarno stanje u obliku :
<  = < a,w a ; T:pruip = T%> = rZ  =  o (337)
Pri razvoju funkcije о^  (317) dobijase k0 = a koji je jedini različit od nule. Ako 
se dobijeni koeficijent k0 uvrsti u sistem jednačina (312) dolaci se do zaključka da 
se konstante mogu predstaviti u sledećem obliku:
A* = о Çn Сп = от}п (338)
Prethodno navedeni zakdjučci, način ovakvog predstavljanja dobijenih konstanti 
za određivanje napona, imaju široku primenu kod određivanja faktora koncentracije 
napiona i drugim analizama naponskog stanja.
PRILOG BR. IV
F O R M IR A N JE  S IS T E M A  JE D N A Č IN A  ZA 
O D R E D  Л  VAN JE  K O N S T A N T I - O B R T N I 
IZ D U Ž E N I E L IP S O ID
Na početku je potrebno defmisati određene relacije ko je se koriste pri formiramju 
sistema jednacina:
M nožen je  po linom a L ežandra  izvodi se na osnovu relacije F.Neumanna [67] 
u sledećem obliku:
J3, D Рп—к^к&п—к ,^ n  +  2m 4/c d* V D




^ 71 m !m !2m
Isti autor definisao je određivanje m -to g  izvoda L ežandrovog  po linom a na
sledeći način:
D mPn




m + к — 1 
m  — 1
( 2 n - 2 k  -  1)!! 
(2n — 2m — 2k + 1)!!
x(2n -  2m -  4/c + (402)
ili u skraćenom obliku




тп + к -  1 \  (2n — 2k — 1)!!
m — 1 у (2n — 2m — 2& +  l) ! !(2 n - 2 m ~ 4 k  + l) (404)
1. Form iranje sistem a jednačina 
-opšti slučaj
Naponska funkcija, na osnovu rešenja diferencijalne jednačine, data je u obliku 
(5.30) [Poglavlje 5]. Na osnovu relacija (5.8) i graničnih uslova po naponima (5.59) 
odnosno (5.63) dobijaju se dva sistema algebarskih jednačina sa beskonačno mnogo 
nepoznatih konstant!.
Polazi se od izraza za napon a* uzimajući pri tome da je u  =  u 0. Koristeći 
definiciju pridruženib Ležandrovih funkcija izraz za napon se prikazuje preko m-tih 
izvoda običnih Ležandrovih funkcija u obliku:
1 oo n
o*u =  -  — (52 J2  Anmsinm(pP^m)[m(ch2u0 -  l ) 2^  x
n n=0m = 0
sh.2u^{m ch2u^ — 1 ) Q ^  +  (2m +  1 ){ch2u — l ) - ^  X 
chuo sh2uoQim+1) +  (ch2v 0 -  l )T S/ i 4  Q{™+2)] +  c x
oo n
chuo cos ip J2  Y  CmPn+isinm<p(ch2uo -  l)^<2Ì+i
77— — 1 m = 0
oo n
+2c shuo cos ip Y  Y  CnmP22l{sinmip\(ch2UQ — 1)T
n =  — 1 m = 0
shu0Q Y Y  +  m{ch2u0 -  l ) ^ c h u Qshu0Q^l[}
oo n
+ cchu0 cos <p Y2 C™ Pn™isinTnP
n—— 1 m = 0
[m(ch2Uo — l ) - -^  sh2u0(m ch2uo —
+ (2m + l)(ch2Uo -  l)^ c h u o S ^ U o Q ^ X l^
+(ch2uo -  l ) ^ s h 2Uo Q Y Y ] )
J 2  CO 77
~ I i ( sill(P COS<p ( £  Y  Anm (ch2U0 — 1 Y Q {™]
Л n=0 m= 0
[smm-1<^(m c o s ip P ^  — sin2 <рРЈГ+1))] — cchuo
OO 77
SÌn<P Y  Y  Cnms™mpPn2l(ch2uO -
77— 1 777—0
OO 77
+cchuocos<p ^  CTm,[sinm~V(mcosy)Pn+i
n = — 1 m = 0
-  s in V ^ i+ ^ Ж с ^ о  -
OO 77
- s /ш о с /ш о Е  X] 4 m ^ ra)5mmp[(c/i2«() -  l ) ^
n = 0  7П=0
+ m(ch2u0 — l ) 12^“  c^rt0sAu0Q^T1')]
со n
+cshuo cos <p 22 Y  CnmP£2ìsinmip(ch2v<ì — 1)т
п=—1 т= О
оо п
Quii + с chxiQ cos ip 22 Y  ^ тп-РД згп771^
n=—1m=0
[(c/i2w0 -  1)“ SÄ«q Q i+ i1}
+m(c/i2u0 -  l ) 2^ chuo shuQ Q ^ ] ] )
') etc co n
+ Zj^ s h u <)cosip 22 22 CrmSinm(pP£\[(ch2Uo - 1)T
n=—1m=0
s/шо g ^ t 1} +  т(с/г2гбо -  1 )^ с /ш о  s h u o Q ^ }  
a  2 со n+ (l “ ^)(j^cshu0cos<p 22 Y  CnmSinm^pP2l\
n——l m=0
l(ch2zi0 -  1 ) f s h u 0 Q[22nl)
+m{ch2v<) -  1)~2~chuQ зкщ  Q21[}
2 со n
- ^ c c h u o  simp 22 Y  Cnm{ch2u0 -  1) “ <2Ì+i x
n= — 1 m=0
[sin"- V (m  cos <pp£2i -  sin2 р Р Ј + ^ ) ] )  (405)
Množenjem obe strane sa h4 i sređivanjem izraza dobija se:
CO n  ,
h4< = Y  Y (AZmSh2u0AnmsinmipP<r')
тг=—1 m=0
+ A ^ ns/i2ri0Cnrn cos pP ^ìszrP ip  
+ ^ L  А^т sin2 <psinm<pPW 
+Â^ m s ia2 <pCnm cos (pp22lsinmip
+Assiri™  ^ „ Р ^
~ A nmsinm<P sin2 (pAnnPM  -  
Attiri™P> COS ip sin2 ipA nrnP ^V  
+ K m Sin2 <p cos <pCnmsm mpP2l\
+A2msinmp>Cnmm  cos v?-PÌ+ì
~ m A^msÌnmipCnm COS p> sin2 pPn2Ì 
-A2mSÌnmp> COS2 <P sin2 <pC„mP ^ l +1)
+ 4 m  PESITI™ <p
+A2mCnm cos p>P22{sinm<p
+ K r -nPrrm COS
+K m sh2vo cos(pCnms in m(fiP^ ]
+ K m  COS if  Sin2 p^Cr^sinm(pP^\
+Ä^msh 2Uo COS (pCnmSin771 If  P ^ l  
AmKrm sh2'uOCnmSÌnm(p COS
-A^sh^UoCnrnSi-nPp  sin2
+ Æ  COS V sill2 <pCnmS îî lm<pPÏ™l 
/
-HnA^Cnm  sin2 <f COS ( f i s i r P f P ^ l
Sin4 </?Pn(7i+lj) (406)
gde su uvedene oznake:
K m  =  ~c2[m(c/i2u0 -  1 ) ^ зћ2и0(т сћ2ио -  1)<^т)
+(2m  +  ì)(ch2u0 — 1)2Vi c/iu0s/i2u0(5ÌrT1+1')
+  (cÄ2Uo -  l ) ? s / i2u0 (5))m+2)]
=  c3(c/ > 4 - 1 ) ? q S
+2c3s/itto[(c/i2îio -  l)^ s /m 0
+m (c/i2uo -  l ) 1^ c/î.uqs/iuqQ ^ ]
+ е3с/ш0 [m(c/i2^  -  l ) 12^ shuo(m ch2u0 — 1 ) Q ^
+ (2 m +  l) (cJPuq -  l ) 2^ cAuqS^U qQ ^ i ^
+  (с/г2ио -  1) t s/i2uoQ ^ 2)]
4 L  =  - c 2( c / i 4 - i ) f g f )
4 L  =  с3сЛг/о(с/г2ио -  l ) f  QÌ+i 
=  - с 3с ^ 0( с Л Ч - 1 ) ? д й
/
4 L  =  c2c/iuosAîio[(c/i2uo -  1 )т 5^ д 6 Т1+1)
+ш(с/г2и,0 -  l ) 2^ chuoshuoQ ^]
K m  = с3sh2Uq chu0(ch2u0 - l ) f  Q ^ \
K m  =  C3s/lîiQ c/l2ÎZo[(c/l2U0 -  1)^ sAuo
+т(с/12ио -  l ) 2^ c/iuos/iuoQ S ]
4 L  =  2ac3shi^\(ch2u0 - l j f s h u o Q ^ K
+m(ch2u0 -  1 ) ¥  сЛмоз/шофЦ]
A !nÌ  = ( 2 - a ) c :sshu0[(ch2ul, - l ) f s h v <1Q(" * ,> 
+m(ch2ua -  l ) 1^  QÌ+Ì]
AUn = ^ ( 2 - c , ) c 3chu„l(ch2u
Sređlvanjem izraza (406) dobija se:
h‘<  =  E  E  ( 4 C 4 W m ”V /*">
n = —1 m = 0
+A^mArxmsinmp P ^  sin2 tp 
+A^m Assiri™  <pP(m+1) sin2 p  cos tp 
+ A lmCrrmsznmipP^ll cos p
+A$lmC TìmSÌnmpP}^l COS p  SUI2 tp
+A$mC rmsin m<pP££1)sm3 ip
+ ^ C rons m > P ^ 1+1)s in V
COS2 5^ sin2 tp)
gde su:
i8nm
A L  -  0 +  A L  + A^m
A^m = 4 m ~ 4 m
a L  =  - a l
A L  =  A L s /i2uo +  +  L m  +  A
+ A L s/i2u0 +  A^ °msh2UQ 4- m ^ ms/i2uo
L m  =  Atnm +  Anm — m A L  +  A L  +  A L  +  A^
A L  =  ~ A L s^ 2u0
aL  =  - a l
A L  =  - aL
11m
Jednačina (408) preko pridruženih. Ležandrovih funkcija ima oblik:
oo n
h‘<  = E  E  ( +n=—1 m=0
+A^m.4nmP^1+1 sin tp cos tp
+  A L C’«m P L lCOSP
+ a L  c l  P L  1cos p  An2 p
(408)
+ ^ 0 ^ ^  sirup 
+ A ^ C rrmP ^ 11 sin3 <p
+А9птСшпР ^ 11 cos2 ip sin <p) (410)
Primenom rekurentnih formula (2.39) na (410) dobija se:
C O  71
h ,< =  £  £  ( A ^ A .n P ?  +
n=—1m = 0
- ( n -  m )A ^n.AnmPn cos2 4>
+(n+m).A^mA n m  cos ( р Р ? _ г  
+ K m C rm P ™ + 1 COS ( fi  
+ K m  C rrm  P n + 1  COS p  SÌU2  i p
~A ^mCnm{n — m +  l)P™+1cosp  
+ t C ( n  +  m + i ) p ;
-А^щСтпп cos ip(n - m  + 1 )P™+i sin2 <p>
+Ä!nmCTim{n + m +  l)P ™ sinV
- K m C m n  COS3 p(n  ~  Т П  +  l)P™+l
+ K  m^rrni cos2 p (n  + m  + l ) Pn )  (411)
Koristeći vezu između Ležandrovih. polinoma i kosinusa (izraz se daje kasnije) 
dobija se:
Оo n  g
h '<  =  £  £  ( 4 . С П К ,  + - .4 L
n=—lm=0 ^
- \ * L ( n  -  ™ ) ]  +  A „ „ P ™ P 4 - A l J -
-■ K m fa -  m )-] +  A n rn P ^ P ^ n  + m ) ^
+ C m r™ 1PI | 4 m +  ^ ml
~A ^m( n -™ +  1) -  1)
- - О  -  m +  1 ) |]  +  Ст Р ^ Р , \ - аЦ :
+A L, (n ~ m +  1)? -  Ä ‘rm( n - m  + l ) j ]
+C-mnPn P o [^ m(n +  m  +  1)
+  4™(™ +  ™ +  l ) ^  +  ^ L ( n  +  m +  1)^]
+CnmP,^P2[—A^m(n +  m + 1) —
+ ^ m(n +  m + l ) i ] ) (412)
Uvodeći oznake:
Vr0пт = K m +  \ K m  ~ \К ш { п ~ т )
V 2ran = - \ К т - \ К т ( П - т )
v L = K m (n + m )
H L
Cf
=  K m  (n +  m  +  1) +  K m  (n + m +  1) -
+ 4 ^ m-(n  +  m +  1)
H L
2
=  Kim +  gK m  -  К т (П +  1 ~ m) —
2 3
К т (П + 1 -  ^п)- -  К т ^ { П + 1 -  m )
2 2
HLi — ~ K m (n + 1 +  m)g +  ^ т д ( 7г+  1 +  т )
h L  = ~ I aL  + h l L + i - ™ ) ^
~ К т J ( n + l - m )  (413)
Dobija se sistem:
CO n
h'< =  E E ( A »C W I+ A »C Ä  +
n=—1 m=0
A n m P L ^V n m  +  CnmP ?P 0H L  +
CnmPL  Ä  +  c nmp ? p 2H L  +
C n m P L iP ^ L )  (414)
Leva strana jednačine (414) daje se u obliku:
oo n
=  c4(c/i2u -  cos2<p)2 Y  L I  pnknm  (415)
n=—1m—0
Matematička literatura i činjenica da je opterećenje rotaciono simetrično (ne 
zavisi od в) daje nam za pravo da napone prikažemo jednačinom (415). Matematički 
dokaz ovakvog razvoja funkcije je predmet m atem atičk ih . istraždvanja, a  zbog 
složenosti se ne prikazuje u okviru ove disertacije.
Ako se (415) uvrsti u (414) dobija se:
сю n
E  E  ( A„mP™P0V°m +A„mP ?P 2V l ,+
t j=  — 1 m —0
E  En= —1 m=0
А »Я „" + с„тр ? р 0н%т +
c ^ p ^ p .h L  + с т р™р2н 2п„ +  
с„тРГ+1Р , н и  =
P™K„(ch2u  -  c o sV JV l (416)
Koristeći da je P™ — sznmL p P n (cosy?) =  sinmipP(mì i izjeđnačavaiijem 
koeficijenata uz sinm<p jednacina (416) se dobija u obliku:
CO n
E  E  ( A m P<r)PoV2m + A„mP
n=—1 m=0
E  E
с ™ р й !л я Е  +  c„mp ^ p 2H L  +
с и р 'Й д я Е )  =
P ^ h n m  {eh2U — COS2 (/?)2 C4]
n——1m=0
Koristeói relaciju (402) i oznake (404) dobija se jednačina (417) u obliku:
(417)
co n n  — m2




3 Z  e n m P n ~ m - 2 k P 2  +
fc= 0
n —m  — 1 
2
A n m k ( , m  3 3  Z n - \ m P n - l - m - 2 k P l  +
k = Q
n  — m  
2
C n m P - n m  3 3  e n m P n - m - 2 k P o  +  
k= 0
n — m  
2
C n m H -n m  3  ^^ -n m P n —m —2 k P 2 “ b  
fc= 0
n-f-1 —m  
2
P n m P n m  3  s ^ - л - М т п - ^ п - Ц —m  — 2 k P \  ~b  
k= 0
E En= — 1 m =0
n-j-1 — ТП 
2








4“(^ /* у č-nmPn—m—TkP2
1 à k= О
n—ТП
2
4”2 2  ^  ^ т^ттРп—т—2кР4)\
к= О








E^ d^ nm ^ tti -^ ri —ttî -  2£
k=0
1 A I / 2  f 3  ^ - m - ï k  p
-n m  ^ ш с п т  10  ■* n —m —2 i + 2
" 7^1—771—2^ +2
j ^73—m—2A—1 2fl 2m 4A Ч- 1 
т^з— m—2fc+i 2n 2m • 4A: “b 3 
3 ^ n —m —2k —2 2fi 2m 4/c 3
2 &n—m —2k 2fi 2m 4A: 4- 1
Р Р п т п Н Тгт егппРт1-гп—2к
J _ n  U 2 л [3 a n —m —2k D т'-'ш ЛптетопР -f+i-m-2fc+2
P n —m  - 2 k  +
-Pn—m —2fc—2]
2 On-m-2fr+2
&n—m —2k—i 2fi 2m — 4fc -|-1
Uti—în—2&+1 2fi 2fn 4/c 4~ 3 -Pn—m —2k d~
3 Un—щ—2 k —2 2fi 2m 4fc 3
2 ûjj— —2fc 2 f i  2m  4Jc 4“ 1- - f n - 7 7 i - 2 f c - 2 ]  +
n  —m  —1 
2Е Е  E A™v^ e„„lrn Iian-m-2k-l P-n.—m  —2k +
P n —m —2k—2\ +
k=0 &n—m—2k
&Ti—m—2k—2 2fi 2m 4k 3
&п—т — 2к—1 2 71 2m 4Ä) — 1
n -ТП 4-1 
2
V '' f i rj 1 r 1%—rn—2 fc+l p/   ^ nm^n+lm [ -I71—ro—2fc+2k—0 am—m—2k+2
Q-n—m—2fc 2fi 2m — 4/c +  1 
+  an-m-2fc-n 2n -  2m — 4k +  3 ^"“Tn_2*J
_|_(7 ZJ-3 f5 От7-7п-2А:-Ц p
' ^ у п гп 1Лп т '~т1-\-1т I q  n —771—2 fc + 4
"  U n —771—2 fc+ 4
E En= —1 m= 0
+  3 On-n-ik 2n — 2m  — 4/c +  5 
2 an_m_2, +3 2n — 2m — 4/c +  r ^ - m - 2k+2 
+  3 gn_m- 2fc_1 2n -  2?n -  4/c +  1 
2 an-m -2Jt+2 2n -  2m -  4/c +  5 У^ - 2к 
5 aTj_m_2fc_2 2n 2m 4/c — 3i ~ ------------------------------- ------Рч
■w &п~т- 2k-rl % 71 2m  4к +  3 n—m —2k—2 J
n ~m
2
/* 1  ^ Рип ^ Tjrn (
ь=о
дСЛ2иО +  -фРп-1 -2к
4 т>2„, \[3 ап-т -2к р
-* r) —m —7
4 ^
+  ( -  -  -c h 2U0) [ - - ----------- -^ n тл 2fc+2
1 Ј ^ &n —m — 2 к + 2
ji_CLn~m-2k-i 2 n  — 2 m  ~  4/c +  1
~ T 1&n-m_2fc-t-i 2tt 2m 4/c -f- 3 
3 Q-n—m—2k—2 2n 2m 4/c — 3
n-m—2k
Pn —?n —  2 & — 2 ]2 &п—т—2к 2ti 2m. 4/c 4- 1
_4_ f 35 On-m-lk D
" r q c l  о  - f n - m - 2 * + 4
<50 Ö  Ct7J_ T n _ 2fc-(-4
I ^ m— 2 £ — 1 2îi 2m 4/c -f 5 p
2 7 7 7 7 7  2 n - 2 m -4 A  +  7 ^ ”- m- “ +2
_4_^ ^ n—m -2k-2 2n — 2m — 4/c +  1 n
■ — n—m—2k4 an—m-2it+2 2n 2m 4/c -f- 5
r ^ ®m—m—2k—3 271 2m 4/c 3 n
2 “»-m-M+i 2I1- 2 m - 4 i  +  3 ^ " -m- 2*-2 +  
35 ûrj—Tn—2fe—4 2n -  2m -  4/c -  7
8 CLn_rn_2u 2n — 2m 4/c -1-1 Prî —7tï—2k—4]) (419)
Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuće Ležandrove polinome u jedaacird 
(419) dobijaju se konstante Anm i Cnrn.




n = - l m = 0  k = 0
+ -^ -птап—т-2кРп—т-2к
-h Ar,■nm a n  —m -2 k+ 2  P™ - m  -2 fc+ 2 





n  — m  
2
X- X  ^гп(Яп- т-2к-4^='п-т-2к-4
n=-lm=0 k=0
d" Qn -  m -  2k -  2 -  m - 2 k — 2
d“9n—m—Tk^n—m—Tk













3 an_m_2Jt_2 2n — 2m — 4/c — 3 
75771 nm 2 cin-m-Qk 2n — 2m  — 4/c +  1
Vl2_e
y l  ^ n — m —2fc—2 2 ft  2 m  4/c 3
75771 "  1771 2 n  — 2 m  — 4/c -  1
t /2 „ т^з—m—2fc—1 2 m  4/c 4 -1 ^
*nm en m ~  /  /  — —Г +m—2t+i 2n 2m 4k 4~ 3
a n - m - 2 f c - lKLe.rrmcn-lm






3 aT,_m_2*_2 2n — 2m — 4/c — 3 
2 &п—т—2к 2тъ 2m — 4/c 4~ 1 
5 an_m_2fc_2 2n 2m 4/c — 3 
"me"+1”’2a„_n _2t+I 2n -  2m -  4* +  3 
Я 0 e +1Лптспт m
p 2  ^ &n—m—2k—l 2n 2m 4/c 4~1 ^
@n—m—2fcH-i 2n 2m 4/c -j- 3 
p i  Q-n—m— 2k 2n 2m — 4/c 4~ 1
тте тг+1т ~  ~  — ----------- —  +
&п—m—2i+i 2n 2m — 4/c 4~ 3 
рз л 3 Qn—m—2A:—l 2n - 2m — 4/c 4- 1





2 O-n—m — 2k+2
p i  л °гг— m —2k-k 1nm^n+lm
a n —m — 2 k + 2
3 2tl 2m 4/c -4 5 <xn—rn—2k 




__ р З  „  d  a n _ m _2^-)-i
^nm^+ltn л
" &n—m— 'tn 2Ar+4
Я п —т —2 к —4
2
Ч п —т —2 к —2
Яп—т—2к
Я п - т —2 к - ‘г 2
Яп-т—2к-\-4
2т — Ак — 74 CLn—m —2 k —4 2T l
пп-^п-^к 2n — 2т — Ak +  1 
С g  щ ) Е
3 аъ-т- 2к- 2  2п -  2т -  4к -  3 
2 Огг-т-гА: 2п -  2 т  — 4& +  1
4 ап~т-2к-з 2n  -  2 т  -  4к -  3
7 с^-ш-гА+х 2п — 2т — Ак + 3 
2 1




ein—tn_2fc—1 2 n — 2m — Ak +  1-ch2u0)
i 3 ciji—7П—2Л:—j-1 2 n* 2m
18 aTl-m-2k-2 2n — 2m — Ak + 1
4 k +  3 +
35 an —m —2k+2 2TL ■ 
,4 4
2m — 4k +  5 )
4  //''I "* j 2  \ ' 2  an—m—2k .C €Tjm( (  —ch Wo) — h
' <3  ^&п-т-2£+2
4 а„_т _2*-1 2n -  2m -  Ak +  5 
7 an- m-2k+3 2n -  2m -  4k +  7
4 &п—т—2кC ßjjm '
)
Wtî— m — 2/:+4
(421)
U prethodnom izlaganju prikazan je postupak formiranja sistema jednačina i 
određivanje koeficijenata iz graničnog uslova za napone au. Formiranje sistema 
jednačina i određivanje koeficijenata iz graničnog uslova za napone ruif izvodi se 




-Д-nm [w4n—m —2k—3P-n —2fc—3 +
—m —2 k — 1 P n —m —2 k — l  4~
^tî —m —2ÀH-1 Pn—m —2k+1 +
an~т -2к+зРп—т - 2£+з] 4~
[^ r»— m —2k—З^л— m — 2k—3 4~
K i - m - 2 k - l P 'п—тп—2к—\ 4~
—m - 2 k +1 P n - m  - 2 k + 1 4~ 
^ п - т - 2 к + з Р п - т - 2 к + 3  4~
^n-m—2k-+5^ >n—m—2k-+5\ =
hrrm{Sn-m-2k-5Pn-rn-2k-5 4“
^п — m —2k— 3 -^ n —:m — 2k—3 ~b 
S n —m —2 k - \ P n ^ m - 2 k - \  +
SA p I
J п - т ~ 2 к + 1 г  n - m - 2 k -+1 T  
S n-77i-2A :+3^: n -m -2 fc + 3  +
^ n —m  — 2k-j- 5 -^n  —m — 2fc+5) ( 4 2 2 )
For mirali je sistema i određivamje kœficijenata se ne prikazuje. Imajući u vidu 
da se u disertaciji ne određuju rešenja sistema za opšti slučaj rotaciono simetričnog 
opterećenja, vec samo za slučaj m — 0, smatram da je izloženo izvođenje đovoljno 
za prikazivanje problema. Za slučaj m  — 0 daje se detaljno izvođenje formiranja 
sistema i određivanja koeficijenata.
2.Form iranje sistem a jednačina 
za slučaj m = 0
Polazi se od rešenja diferencijalne jednačine i relacije (5.31) [Poglavlje 5] ko- 
jom je određena naponska fnnkcija iz navedenog rešenja, Koristeéi u ovom radu 
izvedene relacije za odredlvanje napona preko naponskih funkcija (5.8) i defmisane 
granične uslove po naponima (5.59) odnosno (5.63), dobijaju se dva sistema alge- 
barsldh jednačina sa beskonačno mnogo nepoznatih konstanti.
Naponi, dobijeni iz relacija (5.8), se mogu predstaviti u obliku:
h4a* — — c2(s/г2«o +  sin2 </?) X
OO
( J2  AnPn[Qlsh2uo + Q'nchu0] +
n=—l
C chuQ Qn+lCnPn-kl COS (p +  
c sh Uq Qn_^_-yCnPn-^ i cos <p -b 
C sh2u0 Q'n+1C nPn+i cos if +  
c sh2u0 chu0 Q^+1C nPn+1 COS <p +  
c ch2uo Q'n+lCnPn+i cos <p) +
oo
c2 {sh2uQchu0QnAnPTÌ +
71 — — 1
csh2uo chuo Qn+\CnPn+i cosip +
C s h .27lQ e h  U q PnP-n-j-1 COS <p
QnA„P^ sin2 <p cos (p +  
c chu0 Qn-k\CnPn+\ sin2 cos <p -Ь 
c chu0 Qn+lCnP'n+l sin2 4> cos2 P) +
2a c3(sh2u0 +  sia2 p) x
CO
X ) sh2u0 Q'n+iCnPn+1 cosp  +
П— — 1
(2 — q ) (s/i 2w0 +  sia2 ip) x
CO
(c3sh2uо < X + 1 C n P „ + i  COS </? +
n = — 1
c^chitQ Qn+1CnPn+1 sin2 (p) (423)
h4T*v sin (p — ac? sm p{sh2Щ + sip2 p) X
CO
( - cshu0chu0Qn+1CnPn+is m p  -
n = —1
cs/3u0Q n-|-iCnP^+1 sin p  cos p  -  
c2s la p (sJi 2Uq + sin2p) X
CO
X ) ( shìiQ Q'nA nP'n sin p  -
n = —1
C sflU-Q ^ rn-\-lP'nPn-\-l s i a  p  * 
cshuüQ n+1CnP 'n+1 ccsp sinp  -  
cshuo chu0 Qn+1CnPn .^j sin p  -  
ccHuq Qn+1shu0CnPnJrl cos sin</?) +
oo
^ s i n ^  ^  (-chvQ shuüQn AnP^ sin p  —
71— — 1
cch2uo shuo Qn+\CnPn+i s i n —
ссЬРщ shuo Qn+iCnPn+1 sin cos p  +
shu0 QnA nPn sin p  cosp  +
cshuo Q„+iC„Pn+i cos2 p  sin p  +
cchua shuoQ n+1CnPn+1 cos2 </?sin</?) (424)
gde je: u  =  u 0
Ako se izvrši sređivanje dobijenih izraza i uvedu sledeće oznake:
K i =  - s / i 2ii0[Q"s/i2uo +  Ç^c/iuojc2 +  
c2sh2uo chuo Qn
A„ =  - s h 2uQchu0c3Qn+1- s h 4iLQC3Q'ri+1-  
sh4u0c3Q'nJrl -  sh4u0chu0c3Q^+1 ~
c h  U q s h  U q C  "Ь c  s / l  li-Q c h U q Q r j- f  1 ~t~
c?sh2iiQ ch2u0 <3^ +1 +  2a c3sh4uo Q'n+1 +
(2 -  a)c3sh4u0 Q'n+1 
A l = —{Q'lshA'Ub +  Q'nchu0]c2
A^ = —c3chuoQn-\-i — c3sh2uoQl_i_1 —
c3sh2u0 Q’n+l -  c3sh2u0 chuo Q"+1 -  
c3ch2u0 Q'n+1 + c3chu.Q Qn+l +
2q c3sh2u0 Q‘nJrl +  (2 -  a)c3sh2u0 Q'n+1 
A l = c?Qn
A l  =  (2 -  a)c3sh2u0 chu0 Qn+l
A l — (2 -  a)c3chuo Qn+1
A l  =  c3 chuo Qn+i
B l = sh3uQ p Q n -  c2chuo sHuq Qn
B l =  shuo c2QI
B 4n =  c?shuoQ'n
B l = - c 3sh 3uo chuo aQ'n+1 + c3sh3uo Qn+1 +  
c3sh3u0 ch.u0Qn+1 -  c3shuQch2uQQn+1 
B l  =  - c3q  sh3uo Qn+1 +  c3sh3u0 Qn+i -
c3shuo ch2Uo Qn+1 +  c3sh3uQ chuQ Q'n+1
B l = —c3a shiiQ chilo Q'n+1 +  c3shuo Qn+1 +  
c shiLo chilo Qn+1
Bl  =  — c3a  shuо Qn+1 +  c3shuo Qn+x +  
c shuochuoQn+1
B l = c3shuoQn+1 + c3shuochu0Q'n+1 (425)
dobijaju se jednačine u obliku :
OO
h4(Jt  = Ап {А11Рп + А ^Р п sin2 (p +
n=z—l
A l P ‘n sin2 p  cos p] +  C„ [A^Pn+x cos p  +
А^Рп+1 cos p  sin2 <p +  A ^P ’n+l sin2 tp cos2 p  
+A&PI+X sin2 p  + AJnP'n+1 sin4 p\
OO
h4sm p T ^  = Y ,  M B lP'n sm2p  + B 2nP'n sm4p  +
n= - 1
B*p„ sin2 у з  cos уз] +  C „ p ;p , t l  sin2 у з
+ В Д ; +1 COS р  sin2 ip +  B 5uPn+1 sin4 ip
+ В Х +1 sin4 р  cos p  + В  cos2 р  sin2 p] (427)
Iz teorije matematičke analize je poznato (5]
cos2r
cos2r + l _
^ 2 2” ( 4 n + l ) ( 2 r ) ! ( n  +  r ) !
Ь'о (2r +  2n +  l)!(r — n)\ 271
A  22n+1(4n +  3)(2r +  l)!(n  +  r  +  1)! 
(2r +  2n +  3)!(r -  n)!
pa se dobija
cos p  — Pi 
cos2 p  =  i ( P 0 +  2P2)
cos3 p  =  — (ЗР1 +  2Р3)
0
COSV =  +
co sV  =  jP i  + çP 3 + ^ P ,
(428)
(429)
Ako se primene dobijeni izrazi (429) i rekurentne formule (2.38) i (2.40) na jednačine 
(426) i (427) iste dobijaju sledeći oblik :
AV; = f  ] М К Р п +  а 1р п1 - а 1р Љ 2
n = - 1 0 đ
- K P n ^  -  < Р п \ п Р ъ  +  К п Р п - l P l )
+Cn(A^Pn+iPi +  A^Pn+iP i -  — A^P„+i - P 3
— '4^(n+ 1)P„+1-P! — A ^ { n +  l)Prj+lPsg'
+ A ^ ( n  + l)Pn-  + A (^n + 1)P„P2-  
~ ^ ( n +  P)P-n-\-iP\ +  А^г(п  +  P)Pn 
—A ^ ( n  +  l ) P n+1P 1-  + А2(тг+ 1)РЛ+1Р3-
+A^(n+1)P„--  А^(гг+1)P„P2-) (430)
OO
h4T*v ümp = Y  Ап (-В °п Р пР1 + B ^nP n^
71— 1
-В 1 п Р пР ^  + В ‘ Р „ Џ р 3
+ Р 2пРп- 1- -  B%nPn-iP2^ +
B 4npnp d  -  B ïp n 2- p 3)
+Cn( B ^ P n+1 -  В1Рп^ Р 2\
—ß^(n +  l)Pn-i-i~ — Bn{n +  l)P n+i-P2 2
p B ^ in  +  l)P nPi + B 5nPrî+i^g
- g p * P n+1P2+ | P n5Pn+1P4
—B ^(n  +  1)Prj+i — — B 7n{n +  l)P n+1P2—
+ B l(n  +  1)Рп+1Р4—  +  B l{n  +  l)PnPij:
- B 7n{n + i)PnP3-  +  Р®Рл+аР2“
+ В ^ Р „ +г -  B ° ^ P n+iP4) (431)





^  =  
K  =  
K  =
DO _
2c2(n +  l)chu0 Qn+i -  
c2(n +  l)[(n  +  2)sh2uQ +  2 }Qn
c2^  ^ [chuoQy,^ -  (n sh 2uo + ch ‘2u0)Qri\
S ft U q
c 2Q n
c3(n  +  l)([sh2u0 chu0(a -  n) +  2chu0]Qn+1 
-  [a sh2uo +  2ch2u0]Qn)
C3 ( n  +  l ) ( [ c / m o [ ( a  -  n )  +  g ^ 2 u ~ ( 2  “  C^ 2w o ) ] ] Q n + l  -
( a + s / i C Qn)
(2 — a)c3sh2uo chuo Qn+i
(2 -  a)c3chuQ Qn+j
c chuQ j
c2(n +  l)sh u Q Qn-t-i -  c2nshuQ chtiQ Qn
2 =  c2(n + l)
B t =
shuQ 
s(n +  1) 
shuo
(Qn+l BìUqQt,^  
(Çn+1 ’ Bï Uq Çn)
— c3shzio(sh2U{) +  ch2u0(n( 1 — a) — a))Q n+1 
- c zshuо с/ш0(1 -  a) (n +  l)Q n 
B z =  c3s/ru0[(l — a)sh2uo +  ncA2uo]Qn+i 
—c3(n +  l)c/it£o s/m0 Qn
r h 2 nt
B l  =  c3( s ^  +  ( l - a ) ( n + l ) ^ ) ç n+1
- c 3< l - a ) ( n + l ) ^ Q „
shur,
ch2Uo.
■®n — c3((l — a)s/iu0 +  (гг +  1)—— )Qn+i
3/ I 1 \ /л-с (тг +  1) —
StlU n
shuQ
B> = c3(shuo + (n + 1)^T— )^<5
shuo 7 Î + 1
-c3(n +
s/шг






. &П—1 2 гг 1
-1 4 ö--- ГТ-* 1ч- iа„ 2тг+ 1
an-i 2n +  1
ì+2 а ^ т г  +  З ^
2 п ~ 3 р 
2гг +  Г  72-2
, Зап_1 2гг +  3
,+3 2^+2 271 +  5 n+1
2 п - 1 р , 5а„_з 2тг -  5 п
•3  " ~ 1 +  2ап 2 п + Г п~
50^-1 2тг +  5
2 ^ 2 7 1  +  7 п+2
+ 1 р  5ап- 32 тг-3  






63an 35a„_i 2n +  7
• J n + 5  3 "  “5 -----------Г-------— A i +  3
8^73+5 8o„+4 2n +  9




• f  73+  1 P 1 —
-Р?з+1-Р2 =
4лгз+з 2n +  7 
35an_4 2n — 5 
Sdyj-j.j 2ть I• 3
P 7 3 + 1
*^ 73+1 p &П
‘ -T73 + 2 +
P73—3 +
4an+2 2n +  5 
бЗОгг-5 2n — 9 
8a„ 2n +  1







a„+1 2n +  3 
"n 2 n + 3
r J3+3 ~r 7---- 0 _ , c-Tn+1СЦ3+2 2n +  5
3an_! 2n — 1 
2<зп-|-1 2n 3~ 3
~ 73 + 4 +
P»-l
Scifj+j t Sciyj 2ть +  о
7 p тз+2"a73+4 2a„+3 2n +  I
I 3&73 — 1 2т1 3- 1 ^  ^ —2 277* 3 n
■ p7 +  -  -  — r n- 22dn+2 2n +  5 Зојј-)-! 2n 3- 3 
35an+a 5a„ 2n 3-7
‘ -<73+5 +  — ------ —  ; n r n+3
8^73+5 2ctn_|_4 2n 3“ 9
90П-! 2n 3- 3 5a„_2 2n
‘4 ^ +32п +  7 ^ + 1 + ' 
35a„_32ra -  5
•*tî—3
1
2Qt3+2 2n 3- 5 P,73—1
2t7 3“ 3
Ako se primera (433) u jednačinama (430) i (431) dobija se:
(433)
AV; =  E «  +  ^ - Ä t
73 —  — 1  ^  J
^ ^ ) i ^ s - p „ +2+
0 zaT3+2
an_1 2n 3-1 D i 3a7J_2 2n — 3 n _
-< 73 3- —  -  г г 7 Pл-2 J +<Зтз+1 2t7 3“ 3
к л
2ČZ77 277/ -f- 1
a”"1p „ + — ^ - 4 p „ - 2])+
Ö77 (!„_! 2n -  1'
^ ( ( ^ ( n +  l)g  +  A^(n 3-1) +
A >  +  1) ?)P„ нГ-li +  jU j  - - 4 >  +  1 ) |
- 4 = ( n + l ) - ^ ( n + l ) b ( 2 l t t l p , +2 +
3 Û73+2
an 2n +  1 n , _ ( л32 9 , . ч2
о„+12п + 3 Л’1 +  (“ А" 5 " Л ‘( п + 1 ) 5 +
9 5а„+1
5 Pn-Ï 4 +
Pn-t-2 +
3ćZrc_J 2Tl -f- 1
2&n-f2 277/ +  5
-Pn-2] +  (*4^(n +  1) ô ~
Р-П +
AUn + 1)^)[
За^ 2n +  5 
2апН_з 2n +  7
5ûjj_2 2 77/ — 3
2č7yj-^ -2 -i-'TT' J 3
(n +  1) - )  L ^ ” Pr>+2 +
~ал+2
O n -^ n  +  l  3ari_2 2n — 3
E я H „---- n----~*Ti-2\)2n  3 2 ^  2n +  1
(434)




+  B * n |'п П r , ) P n - 1
+  (-ß„°n - д
Оп-i 2n — 1
‘2 2 
'пП■S + * š O «
« 7 J - 1  —  Х D  1
п ГТ^П-1Ј а„ 2гг +  1
+ № §  -  в „ ф | ^ р „ +3О О ZGn-j-3
За-n-i 2п + 3 Зоп-2 2п -  1
2a„+22 n + 5  ”t1  20^4.! 2n +  3 n 1
,jQn-3 2n — 5 p , 2  2 (3 v i  
+ 2an 2n + l п~зЈ 3Бп 2a„+i n+1
&n—2 277/7-72 7  1 p  Зоп-з 2тг
a,, 2n +  1 ” 1 2aTj_1 2n ^ п - з ] )  +
2
«з- > > +1> + й
è s -(n+ 1)+ ê B")p'
| В > + 1 )  16 '
Ï 5 B» “
n+1 +  (” 3 ^  
2
2  D 9\ [ 2 q tì+ i  p  , Д д  2 я + З р
2 1  Ј | 2 а „ + з  " + 3  +  a „ + 2 2 n + 5 B " + 1  +
Зап-! 2гг -  1 ] , / d5_^ _ , d7
2а„+1 2n +  3 +  35 +  35 Вп
g 8 . ,35ап+1 5а„ 2n +  7
" 35 Л ба^н-з л+5 2^+4 2п +  9
35- n ( ^ +  1)
 
4-4 n  л+3
9 а п - i  2 n  +  3  5 a n _ 2  2 n  -  1
4a„+3 2n +  7 2a„+2 2n +  5
35аТЈ_з 2га — 5 
8aj,+i 2n+  3 Р п - з } +  { B n ( n +  ! )  +
-B l( n  +  1) \ ^  PГ5-Ј-3 +
P  I P  1■frj+i »— :— 0_ , -Tn-ij —
■'ûn-t-3
(!„ 2 n+  1' 
3a„_! 2n +  3 
2a„+2 2ra +  5P,n+1
3a„_2 2ra — 1 
2n +  3Pî-1 +
боп-з 2n — 5 
2 2ra +  l Д.-3»
(435)
Grupisanjem članova u (434) i (435) siedi:
OO
h4*: = 3; 2 Ojj 2n + 1
]Pn-A&n**-22n 3a,,-! 2n — 1
+[(-4^ +  -  -Л ^)
, /  2 2 2 4 аа_12тг+1 4 an-i
4~( 3 2 “ Q *^4~n) „ o._ i о 4~ ■'4ra ra
2
з: cirj_j_3 2ra +  3 ]P.
M ( - aÛ -  < n 2- ) ^ - ] p a+2)
О о ZOn-f-2
I 5K[(--4(( - -  A>(n +  1)-
+Л> +1Ф ^ ^ ! +
W ( » + l ) | - ^ ( B + l ) | ) ^ | ^ ] P . . a 
+ [ « ( " +  1) ј  +  ^ ( п + 1 ) +  Л ;(п +  1)^) 
+ W  +  - p  -  A ï(n + 1 ) g -  A5,(n  + 1 )
+ ( ^ ( » + i ) | - ^ ( B + i ) | ) ^ ^ ))p „
+ [(^i +  g -  ~Л^(л. +  1) -  +  1)
- ^ ( n + l ) ) ^ l  +  ( - 4 - l ^ ( n + l)
2 <7/ 1ЧЛ Зс^ 2 n + 5  ,2 <g. .
V > + 1 » 2 ^ 2 ^  +  < 3 ^ ( ,1 + 1 ) -
i(- 5 ^  ~  j - ^ ( n +  1) +  j ' ^ ( n +  Ц )0^ ‘ Pn-rt)
]P„-=
TKZr  — 1
2 2 3a„_3 2n — 5 
пП3 2ап. 1 2гг — 1
+|(S„° n +  n) + (-B°n n  -  \ в 1  n  +
^n—l  ^^  1 . / n2 2 гу4 2. Зпп—2 2n 1
Or» 2гг+1 1 " " б  _  ” 5J2a„+i 2 n + 3
д ^ г а ^ З г г - 1
3 2n +  1 
+ [ ( - B ”n - ?
5 Orj+i
4 2 ,3an_1 2гг +  3 р2„2  3ап_!
б ^ а ^ п  +  б ~  пП3 2 ^ 1 n+1 
2 „о _ Л  s 5а
в&
+ ч в 2 п - в ч & ^
+c"(i(ß4 +ß> + i ) | - ß4 ) f e
2 П ~ Ь В 1 ( п + \ ) 1 ^ - 3 1п - ^ ]Рп_ ,
2тг +  3 5 2а„ 2п +  1
+ |( - < - я г ( » + 1 ) | - ^ -
+(s4 + s »("+ i ) | - B4 ) ^
| ^  +  (В^  +  1) +  б > + 1 ) ! ) ^ 1
2n 1 JJ? j 1N 2 Зал-2 2n 1-|q
2 ^ T T - S” ( n + 1 ) 5 2 ^ 2 ^ T 3 1P" - 1
+K^J - s4(n+1} + sB" “ èB»(n+4
+ ^ B ' )  +  ( - \ b \  -  ј В„3(« + 1) -
16
2 Îbn
2 р7/ , 1 \ I 2 D9\ ^  2n +  3
“ â B”(" + 1 )  +  2 Ï B") ï ^ 2 n T 5  +
/ ® p5 I ® p7 / , -, \  ^ p9\ ^+J-l 277+3
( 355 ” +  35Б” (П +  1} “  35B" ) 4on+32n +  7
+ ( 5 S(n +  l)  +  B >  +  l ) | ) ^ = -
2 P?/- , -,^ 3a„_i 2n +  3
- 5 B" (n + 1 )2 ^ + & T 5 lP ''+1
+ I ( - ^ - | b J(» +  i ) - ^ -
à Bl{n +4 + l B”S)êS+(i B”+
“  c +  (n +  + ----- ]Pn+3 +5 2 a„+3
^ 35Б ” 4 35В ^ П +  ^  “  3 5 ^
Ako se uvedu sledeće oznake:
a.n —2 3 o 2 o.n In  +  1
+ K n
4 ^tï—2 277 3
*n—1277 — 1
a „
u T 3 + 2  
^ -4  
+  2
( +  +  5 +  -  +  ( - 5 +
<~1*













+ ( ^ ( n + l ) | - ^ ( n + l ) ? ) ^ " 22"  3
3 2 ап 2п +  1
Ы = ^ (п + !)з + Ап(п + !) + А1(п + 1)д +
[Л  ^ +  -А ^  -  -A £(n +  1) -  А^(п +  1) -  -А ^ (п  +  1)]
g -д  2 n  + 1  г 2  п 2  Q /  л 2  7 /  . ,
7 3 Г 7 5 7  + '" S '4" "  Š M n +  1} +  S '4" 1"  + 1)1
3  CLn—i  2 t Z +  1  г - q  /  , 2
2 ^ б Г Т 5 + 1 ' ^  +  1) з "
- 4 >  +  1)
2, Отг—1 2гг +  1
3 2тг -(- 3
-  g ^ ( n +  ■*■) _  *'^(n +  !) ~  g ^ ( r z  +  1)]
х ^"~^ +  l ~ g ^  ~  g ^ ( n +  1) +  g AUn +  1)]
3 û д 2 п  “I- 5 г . о / \ 2 i7 / -i\2-i3 ап
X2 ^ 2 ^  +  ^ (" + 1 ) 3 " ^ ( n + 1 ) f c
i - ^ - ^ ( n + i ) + ! ^ + i ) ] ^
|в-4"в”М^1тт"
2Е 2 „ 3 ап-з 2тг-5
3 ” 2 c^-i 2п — 1
(В“ п + 5 в ^ )  +  ( - В 2 п -В „2п |  +
2 d4\ Qn—1 2TZ 1
7 ДО о, 2 n + l + (ß » 4 “ ß » M X
Дтз—2 2tz -  1 2
Q-n-f-i 2n -(-3 3
>0
r->2 <Аг—2 2tZ 1rs„ гг---------------
an 2тг +  1
йтг
- -в > " в " 4 п ч „ +1
/ d2 2 j-,4 2 .3  on_i 2?z -j- 3








2п — 5 
2п +  3 5■ВЦп+ 1)
5 а„_з 2п — 5
2 2тг +  1
!  3 ^ 2 ^  I 1 I 1
21 ” 2 а„+1 2п +  3 + 'з 5 0 п +  35ß ” (n + 1 ) 
8 Р915 дп-2 2тг -  1 [ [п3/ 
3Sb "l2a„+j2 n +  5 4 1б «(п +  Г> +
5 ал 2n +  1
“ г?7/ ! - i '*  8  а п - 2  2?г — 1-± L m  +  1 ) - ---------------5 ’ 2 2тг -f 3
| s > - ì S 3(n +  1) +  ^ —-ß„(n +  1) +
^  + [ - в ^ - |в > + 1 ) - |Ч = -
й и * * ч » £
( I s ’ +  ^ n  +  D - ^ x
f e £ ï f +œ<»+1>+J*»+1)|]
^ r i _  ( n  +  l ì  ^  8
^n+i 6 2 Qn-j-2 2n -b 5
И Н В> + и - И в г -  
^ ( » + i) + ^ a a | ^
X
+135B" +  | B»(n +  1) - ^ B”l x  
5 a„ 2 n  +  7 2 y 5 an
2 a „ + 4 2 n  +  9 5 n l +  j 2 a „ +3
5 =  t e S n + 3 5 ^ (n +  1 ) ~ 3 5 ^ T ^
sterni jednačina (436) i (437) u sledećem obliku:
oo
[an-2^j-2  +  апр„ +  с^^-^п+г]
n=—1
+  Сп[Ь„—4-Ргг—4 +  &n-2^n-2 +  Ь^РТ 
+  ^ п+2^п+2 +  Ьл+4^ гИ-4]
(438)
h sin <-f>Txlip — Лп[ап_зРГ2_з +  an_1P„_i +  ап+1Рп-{-1
TJ--1
+а^+3Ртг+з] +  С п [Ь„_3Р п - з  +  _ J Р п  _ 1
+  bi+1Pn+l +  П^ + З^П + З +  Ь^+дРп + б] (440)
Primenom formula za razvijanje funkcija (2.44) , (2.45) dobija se :
CO
/г4а* =  c4(sh4u0 +  2sh2u0 sin2 99 +  sin4 99) /cnPn
7 1 = 0
odnosno:
CO
/г4а* =  c4 £  [s/i 4^  kyjP-n +  2sh2u0 kn(l — cos2 <fi)Pn
n=0
+k7,(1 -  cos2 99) (1 -  cosV)P„] (441)
Ako se primene relanije (429) i formule za množenje polinoma (433) na jednačinu 
(441) dobija se :
L 4  th o„
n = 0
4
( - - s / i 2u 0 /г,
О
3 ап- 2 27г
^ ) l 2 0,1+2 + а-n+i 2тг +  i
8 , 35 От,
lT ^ P”+4 ++  ^  ~  « 7 Т ? - 2 ]  +2 ал In  +  1 35 8 ап+4
б а я - ^ п  +  б 9 Оп-2 2п +  1 п
2 Оя+з 2тг +  7 п+2 +  4 0^ +2 2n +  5 ^ n +
Ç  ^ О», 9 OtC „ Тб О п -зЗ тг -З ^  ^ З б а „ _ 42п —7 
2 2гг -{- 3 -2 +  — ——— Рп- 4]) 8 ап 2 п +  1 (442)
Grupisanjem članova:
о
77— 0 аг 2n +  1'
+c4[ ( - 2 s / i 4  -  —) —~— 2?г 3
lV 7 ап 2 п + 1 +
^о-п— з 2п 3 
7 ^ 2 т г  +  3 Ј п~2
+c4{{sh4u0 + ^ sh 2uç +  ^ )  +  { - ^ s h 2Uo -  ^ )
х an_2 2п  + 1  18 0^-2 2тг+ 1,
On+i 2 n + 3  Зба^^Зтг +  б п
. 4 [ /  о  г . 2  а ”  , 4  O r j - I  2 п  +  5 т+с (—2sh щ  — - ) ------- к  ----- -— — jPn+2
7 а„+2 7 (Ln+3 2n +  7J
+  ^ 1 —  ] P „ + 4 )
^  + 4"
Ako se uvedu oznake
? n - 4  =  c
Qn- 2  =  c
I °тг-4 271 7
а„ 2n +  1
4г/ 0-1,2 M „ _ 2  2 n -  3[(_ 2SÄU0 +
Яп =  c 4[(s /i4îio +  ^sh2Uo +  ^ )  +  
4
4
9 т з + 2
Яп + 4 С
4 ап- 3 2гг. — 3- 
7 a„+i 2п +  3
A l  ç n  * 7 /^  - 4 -
 2 16 a ^ ^ n + l
( - з ^  +
18 а„_2 2п +  1 ,
35 ап-)_2 2п +  5
4г/ о ?2 075 , 4а7,_12 п + 5с | ( - 2sn гго -  - ) --------Ь -
4  <4з




h4a*u — М?га-4 - ^ - 4  +  Яп-2^гг~2 +  Яп^п +
тг=0
Ятг+2 ~^>п+2 ~Ь 977+4-^ 73+4]
Primenom formule za razvijanje funkcija (2.46) i (2.47) dobij
OO
sirup — c4(ch2u0 -  cos2 ip)2 sirup ^ 2  1-nPn
77 =  0
a se:
r*^h4 i 77 +  1
OO
=  C4 (ch2u0 -  cos2 <p)2 /„ sin2 pPn+l
7 7 = 0
ier ie pL r  = sìn(fPn+1
Analognim postupkom. kao za napon a * dobijcla se:
W « * *  = Ф ^
(444)
(445)






2ch2uo)— - l ~ -ј +a, 2n +  1
5 &n—4 2n 5 о„—з 2тъ 5
9 йп-и 2n +  3 Otì+ i 2тг +  З^
"cä2u„ + - )  — ^ - 7+ [(ch4u0 -c h o  - -  —— +5 7 an 2n +  1
/2 6 ,2 ч ^п-2 271 1
<3 -  5 Л
10 a„ о 2 n  — 1
an+i 2n +  3 +
д „ _ 3  Z76   . .  о 6 .
—--------- т--------- č “6 (2 сЛ. Wo — —) X21 fln-t-2 2n 4“ 5 I
On-12n — 1
+  ( c/i2
4 a^-2 2n — 1
а ^ ^ т г + З  T a ^ ^ S n  +  ö ]Pn—]
3S a,
++ \(ch4uo -  - ch2u0 +  - )5 l 077-1-1
.2 6 - 2 4a„_i2n +  3 10 077-2 271 +  3(g - l Ch' 4) an+2 2n +  5 +  21 0774-3 2n +  7 +  
(~ch4uo + ^ ch2u0 -  i) + ф/гЧ - ^ ) x
an 27г +  3 18 dn-i 271+3
07,4-2 2тг +  5 35 a,J4-3 2n + 7  +
+[(
10
2сЛ Ч ) —  +  jj- ?n-- 1 l n  + l  +
('2сЛ Ч b ^  ^ n+l
+14-3 0 07,4-4 2n +  9
]Pr
4 a„ 2n + 7
+1
ar




о,,—5 2 77. 9 д




[ ( ^ - 2 c / i 4 )  — ^ + On 2n +  l
5 0,7-3 2тг — 5
*9 оп_|_1 2тг +  3 +1+1 2тг +  3
[(сЛ Ч  Ь^ 2-  ■ V * - ! 2™ - 1
2 6
(




О,, 2 7 1 + 1
1 1 0  а п_ з  27г — 1--------------------- [_
(2сЬ?щ
» ,2 ч аг,_ п - 1 3 п~СГ1 Uq J —-------  -j--------------------
7an-|_i27i +  3 21аП4-2 27г +  5
_  6 \ +?-i 2тг — 1 _  4 Qn—2 2тг- 1 4 
° 7 ап+12тг +  3 7 аП4-2 27г +  5
(447)
5 77 +  1
5n +  3
3n + 5
6 . 2 3 4 a„
=  [ ( с А Ч - Ј с А Ч  +  i ) — +
3  '  + 7 + 1
,2 6 о ч an_i 2и -b 3 10 &П—2 2?î +  3
( g  -  7 C / l  U o ) ------------« ---------~  +—( 5 a„+2 2n  +  5 21a-n+ 3 2 n  +  7
{ -ск 4щ  +  ~-ch2u0 -  ^) +  {^ch2uo -  ~) X 
a„ 2 n + 3  18 2тг +  3 1 4
+
an+22 n +  5 35 ^+3 271 +  7K
[(— -  2 < & ч )—  +  _ g?.- i 2 n + 7  +
v 9 ' + , + 3  9 a n + 4 277 +  9
(2сД щ  -  - )
6 an+1 4 ап 2тг +  7
' an+3 ? + 7+4 271 +  9
J +7 +7+1 j^ 4
+ 7  +  5
(448)
dobija se:
Т*и.У &П<р =  E  M sì-5^n-5 +  S*_3Pn_3 +  s U P n- X
77=0
~b577 + l-^ 77+l +  Зп + зРп + 3 +  Sn + 5P rc + 5] (449)





An [+7-2^7—2 +  апД? +  ап+2-^7+2] ~b
[bn_4Pn-4 +  bn_2Pn—2 +  b^Pn +  
K+2?n+2 +  Ьп+4Р„+4] =
^+[+7-4^77-4 +  Яп-2^>п-2 +  Qn^n +





Ап [ап-зРп~2 +  а^-хР4-1 +  а®+1Р„+1 +  а^+зР^+з] +
С'п [^ 77-3^ 77-3 +  Ь^_1РП_1 +  6® + 1Рп + 1 +
П^ + З^П+З +  6^+50Р„ + 5] =
^ [ S 7 7 - 5 - ^ 7 7 - 5  +  S 7 7 - 3 ^ 7 7 - 3  +  S n _ l ^ n - 1  +
577 + 1-^ т7+1 +  5п+зР„+з +  Sn_|_5Prj+5]
Određivanje koeficijenata kn i ln obrađuje se u posebnom prilogu [PRILOG BR.
inj-
Rešavanjem navedenih sistema jednačina dobijaju se konstante An i Cn ko je fig- 
urišu u izrazima za određivanje napona. Samim tim  je rešen problem određivanja 
koordinata tenzora napona, odnosno naponsko stanje, oko šupljine oblika izduženog 
rotacionog elipsoida u eliptičnom koordinatnom sistemu, a za slučaj rotaciono 
simetričnog opterećenja.


